
 

 פתרון() 12 תרגיל - לטופולוגיה אומב

 1שאלה 

,יהי (𝑀2, 𝑑2) (𝑀1, 𝑑1) יםמטרי יםמרחב. 

:𝑑הפונקציה שראינו בכיתה  𝑀1 × 𝑀2 → ℝ  המוגדרת על ידי

 :חהסנו

 𝑑((𝑥1, 𝑥2), (𝑦1, 𝑦2)) =

max
 

{𝑑1(𝑥1, 𝑦1), 𝑑2(𝑥2, 𝑦2)} 

 מקיימת אקסיומות מטריקה ולכן מאפשרת לראות 

(𝑀1 × 𝑀2, 𝑑)  .כמרחב מטרי 

   קבוצההמושרת בטופולוגיה את ה 𝜏-ב נסמן

 𝑀1 × 𝑀2  על ידי המטרוקה𝑑. הטבעי  סיהבס𝔅  של 

 כדורים:ב מכמורהזאת הטופולוגיה 

𝔅 = {𝐵((𝑎1, 𝑎2), 𝑟)|𝑎1 ∈ 𝑀1, 𝑎2 ∈ 𝑀2, 𝑟 > 0}  
 ת המכפלה במרכבטופולוגי ×𝜏-ב נסמן

 (𝑀2, 𝑑2) (𝑀1, 𝑑1)   םיים הקיימסיבסאחד מה .×

 :תכפלוממב כמורהזאת טופולוגיה ל
𝕭× = {𝑩𝟏(𝒂𝟏, 𝒓𝟏) × 𝑩𝟐(𝒂𝟐, 𝒓𝟐)|𝒂𝟏 ∈ 𝑴𝟏, 𝒂𝟐 ∈ 𝑴𝟐, 𝒓𝟏, 𝒓𝟐 > 𝟎}  

,𝐵1(𝑎1כאן ) 𝑟1), 𝐵2(𝑎2, 𝑟2)  כדורים במטריקות𝑑1, 𝑑2 ).בהתאם 
𝜏-ש הוכיחו .םיסישתמש את שני הבסבה = 𝜏×. 

 
 הוכחה

𝜏 ⊆ 𝜏×. 
𝐵((𝑎1, 𝑎2), 𝑟) = 

{(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑀1 × 𝑀2|𝑑((𝑥1, 𝑥2), (𝑎1, 𝑎2)) < 𝑟} = 

{(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑀1 × 𝑀2|𝑑1(𝑥1, 𝑎1) < 𝑟 ∧ 𝑑2(𝑥2, 𝑎2) < 𝑟} = 



{(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑀1 × 𝑀2|𝑥1 ∈ 𝐵1(𝑎1, 𝑟) ∧ 𝑥2 ∈ 𝐵2(𝑎2, 𝑟)} = 

 𝐵1(𝑎1, 𝑟) × 𝐵2(𝑎2, 𝑟) ∈  𝔅× ⊆ 𝜏×     (*) 

𝔅לכן  ⊆ 𝜏×  ואזי𝜏 ⊆ 𝜏×.∎ 

𝜏× ⊆ 𝜏. 

,𝑎1)הי י 𝑎2) ∈ 𝑈 ∈ 𝜏×אזי קיימים כדורים . 

 𝐵1(𝑎1, 𝑟1) ⊆ 𝑀1 ו-𝐵2(𝑎2, 𝑟2) ⊆ 𝑀2 כך ש- 

 (𝑎1, 𝑎2) ∈ 𝐵1(𝑎1, 𝑟1) × 𝐵2(𝑎2, 𝑟2) ⊆ 𝑈 כי𝔅×  הוא בסיס של

𝜏× ( של בסיס המכפלה 2ההגדרה). 

𝑟שיו נגדיר :כע = min{𝑟1, 𝑟2} ו- 

𝐵′ = {(𝑥1, 𝑥2) ∈ 𝑀1 × 𝑀2|𝑑1(𝑥1, 𝑎1) < 𝑟 ∧ 𝑑2(𝑥2, 𝑎2) < 𝑟} 
 :()*(-ב אפשר לראות הפירוט)  מקבלים

(𝑎1, 𝑎2) ∈ 𝐵′ = 𝐵1(𝑎1, 𝑟) × 𝐵2(𝑎2, 𝑟) ⊆ 

 𝐵1(𝑎1, 𝑟1) × 𝐵2(𝑎2, 𝑟2) ⊆ 𝑈 ומרל, כ, 

(𝑎1, 𝑎2) ∈ 𝐵′ ⊆ 𝑈 

 וחוץ מזה:

𝐵′ = 𝐵((𝑎1, 𝑎2), 𝑟) ∈ 𝜏 

,𝑎1)  אקראיתה הנקודהש רואים נוחאנ 𝑎2) ∈ 𝑈   היא נקודה

𝑈 . אזי𝜏ביחס לטופולוגיה  𝑈-פנימית ב ∈ 𝜏  ,הנחנו ש. כלומר-  𝑈 ∈

𝜏× שוקיבלנו-𝑈 ∈ 𝜏 .∎ 

 

 2שאלה 

,𝑌 יהיו 𝑋 מ"ט ותהי  𝑓: 𝑋 → 𝑌 הגרף של .פונקציה רציפה 𝑓  הוא

× 𝑋  מרחב של-תת  𝑌  באופן הבאהמוגדר: 𝛤𝑓  =

 {(𝑥, 𝑓(𝑥)) ∈ 𝑋 × 𝑌}. 

 .𝛤𝑓  -ל הומאומורפי  𝑋 -ש כיחוה

 

 



 הוכחה

:𝑔גדיר נ 𝑋 → 𝛤𝑓 כך ש-𝑔(𝑥) = (𝑥, 𝑓(𝑥)). 

 הפונקציה היא פונקצחה הפיכה:

 𝑔 ∘ 𝑝𝑋|𝛤𝑓
= 𝐼𝑑𝛤𝑓

𝑝𝑋|𝛤𝑓  -ו 
∘  𝑔 = 𝐼𝑑𝑋  כאשר𝑝𝑋  היא

:𝑝𝑋ההטעלה  𝑋 × 𝑌 → 𝑋  .(נקודההשוויונות  את קל לבדוק-

 .(דהקנ

 𝑔−1 = 𝑝𝑋|𝛤𝑓
של ההטעלה שהיא רצחפה רציפה כצמצום 

 . (ההרצאות)

  ן בפונקציהנתבונ 𝑔במקום  ,. לנוחותרציפה𝑔 -נשאר להוכיח ש

ℎ: 𝑋 → 𝑋 × 𝑌 כך ש-ℎ|
𝛤𝑓 = 𝑔  (חווצמצום הת ) ת ונוכיח א

 ה.בכל נקוד ℎציפותה של ר

𝑎תהי  ∈ 𝑋  .כוון ש אז- 𝑓 סביבה לכל ,רציפה  𝑈 ⊆ 𝑋 המכילה 

𝑉 הסביב תמקיי 𝑎את  ⊆ 𝑌  של𝑓(𝑎)  כך ש- 𝑓(𝑈) ⊆ 𝑉 .קל לבדוק 

𝑈  סביבה לכל :גורר זהש ⊆ 𝑋 המכילה את 𝑎 הסביב תמקיי 

 𝑊 = 𝑈 × 𝑉 ⊆ 𝑋 × 𝑌  שלℎ(𝑎)  כך ש- ℎ(𝑈) ⊆ 𝑊 ( כאן𝑊 
 .(פתוחה לפי הגדרת טופולוגית המכפלה

ואז היא  ,טווח םוכי התקבלה בצמצ רציפה 𝑔רציפה ,  ℎז א

 .י מש''להותאומורפיזם

 

 3שאלה 

,𝑌 יהיו 𝑋 ו ופולוגייםטרחבים מ- 𝑌- יקומפקט רחבמ. 
:𝑝𝑋ה לעשההט הוכיחו (א 𝑋 × 𝑌 → 𝑋  היא פונקציה

 .סגורה

 
 



 הוכחה

𝐻 יתה ⊆ 𝑋 × 𝑌 כלשהי . נתבונן בנודהקבוצה סגורה 𝑥 ∉

𝑝𝑋(𝐻) ונוכיח שהיא פנימית ב-𝑝𝑋(𝐻)𝑐.  שים לב שנבשביל זה- 

(1) 𝑥 ∉ 𝑝𝑋(𝐻) ⇒ {𝑥} × 𝑌 ∩ 𝐻 = ∅   

(2) {𝑥} × 𝑌  (ההרצאות)קומפקטי . 

𝑦נובע שלכל  (1)-מ ∈ 𝑌  :(𝑥, 𝑦) ∉ 𝐻  ,וכוון ש- 𝐻  קבוצה סגורה ,

𝑦לכל  ∈ 𝑌 סביבה קיימת   𝑈𝑦 × 𝑉𝑦  של הנקודה(𝑥, 𝑦) כך ש- 

(3) 𝑈𝑦 × 𝑉𝑦 ∩ 𝐻 = ∅. 

𝑈𝑦} אז × 𝑉𝑦}𝑦∈𝑌  מרחב -כיסוי פתוח של תת{𝑥} × 𝑌 קטי פאשר קומ

,𝑦1קימות נקודות  (. לכן2פי )ל … , 𝑦𝑛 ∈ 𝑌 כך ש- 

𝑈𝑦1
× 𝑉𝑦1

∪ … ∪ 𝑈𝑦𝑛
× 𝑉𝑦𝑛

⊇ {𝑥} × 𝑌 ו- 

𝑈𝑦𝑖
× 𝑉𝑦𝑖

∩ 𝐻 = 1לכל  ∅ ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.ש מזה נובע- 𝑌 = 𝑉𝑦1
∪ … ∪

𝑉𝑦𝑛
𝑈  נקח.  =∩𝑖=1

𝑛 𝑈𝑦𝑖
𝑥 פתוחה, -𝑈 אזי.   ∈ 𝑈 ו-  

(4) 𝑈 × 𝑌 ∩ 𝐻 = ∅.  

𝑈-זה אומר ש ∩ 𝑝𝑋(𝐻) = ,𝑢)  היה קיים זוג אחרת כי( ∅ 𝑦) ∈ 𝐻  כך 

𝑢-ש ∈ 𝑈 ו-𝑦 ∈ 𝑌  (4)-וזה היה סותר ל(. 

 ., מש''ל𝑝𝑋(𝐻)𝑐-בפנימית  𝑥ז נקודה א

 
:𝑓תהי  (ב 𝑋 → 𝑌   .הגרף שאם הוכיחו פונקציה 

 𝛤𝑓  =  {(𝑥, 𝑓(𝑥)) ∈ 𝑋 × 𝑌}  ב הסגורקבוצה- 𝑋 × 𝑌,  

 .פונקציה רציפה 𝑓אזי 

 

 

 



 הוכחה 

 . אזי 𝑌-קבוצה סגורה ב-תת  𝐹תהי 

 𝑓−1(𝐹) = 𝑝𝑋(𝛤𝑓 ∩ 𝑋 × 𝐹)( כיוונית -דוהאת ההכלה קל לבדוק

𝑋. מכאן: (נקודה-נקודה × 𝐹  תרגיל ) סגורותשתי סגורה כמכפלה של

𝛤𝑓סגורה לפי התנאי. אז 𝛤𝑓 .(הבית הקודם ∩ 𝑋 × 𝐹  סגורה כחיתוך

𝑝𝑋(𝛤𝑓-סגורות. ו ∩ 𝑋 × 𝐹)  תמונה הפוחה בלנו". קא("סגורה לפי :

 מש''ל. ,רציפה – 𝑓לכן , צה סגורהוקב צה סגורה היא ושל קב

 
 4שאלה 

,𝑋1   יהיו … , 𝑋𝑛  .שהמרחב  הוכיחומ''ט קומפקטיים𝑋1 ⊔ … ⊔ 𝑋𝑛 

 .קומפקטי

 

 הוכחה

𝑋1מ''ט האת אפשר לראות  ⊔ … ⊔ 𝑋𝑛 כ- ⨃𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖

𝑋𝑖כאשר   ′
-תת ′

𝑋𝑖 ,בנוסףולכן גם קומפקטי.  𝑋𝑖-להומאומורפי   מרחב
קבוצה  - ′

𝑋1-פתוחה ב ⊔ … ⊔ 𝑋𝑛. 

 מרחבים קומפקטיים.-של תת יפאחוד סוש יחכנשאר להו

לפי  קל להמשיךכי לאחר מכן  ת זה לשני מרחביםאמספיק לעשות 

 .אינדוקציה
𝑍יהי  = 𝑋⨃𝑌 יהיו . 𝑋, 𝑌 הייו תוקבוצות קומםקטי 

 {𝑊𝛼}𝛼∈𝐼  כיסוי פתוח של 𝑍  .הוא גם כיסוי פתוח של  זא   𝑋  ושל   

𝑌 (קבוצות-תתכיסוי של כ)  סופיכיסוי פתוח  ל י. לכן הוא מכ   

{𝑊𝛼}𝛼∈𝐹1
𝛼∈𝐹2{𝑊𝛼}   סופיכיסוי פתוח ו  𝑋 של     

,𝑌 (𝐹1 של   𝐹2 ⊆

𝐼 – אזי   . (סופיותינדקסים אקבוצות  {𝑊𝛼}𝛼∈𝐹1∪𝐹2⊆𝐼  כיסוי סופי -תת

 י.קטפקומ  𝑍לכן  . 𝑍של 

 -בעזרת אותה לוגיקה מקבלים באינדוקציה ש



  𝑋1 ⊔ … ⊔ 𝑋𝑛 = ⨃𝑖=1
𝑛 𝑋𝑖

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                     מש''ל. ,מ''ט קומפקטי    ′

 

 5שאלה 

,𝑋  יהיו 𝑌, 𝑍 על מרחב המכפלה  '~. נגדיר יחס 'ופולוגייםטרחבים מ

𝑋 × 𝑌 × 𝑍  כך ש-(𝑥, 𝑦, 𝑧)~(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) ⇔ 𝑥 = 𝑥′ ∧ 𝑧 = 𝑧′. 

  

 הוכיחו:

 ;יחס שקילות '~' (א

𝑋) (ב × 𝑌 × 𝑍)/~ ל הומאומורפי- 𝑋 × 𝑍. 

 הוכחה

 

 ות נבדקותיביטירפלקסיביות, סימטריות וטרנז התכונות (א

 .על ידי בדיקה ישירה בקלות

:𝑝ה יפונקצנוכיח ש (ב 𝑋 × 𝑌 × 𝑍 → 𝑋 × 𝑍  , המוגדרת על ידי

,𝑝(𝑥נוסחה  𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑧)  , מכבדת מאד את היחס'~': 

(𝑥, 𝑦, 𝑧)~(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) ⇔ 𝑥 = 𝑥′ ∧ 𝑧 = 𝑧′ ⇔ 
(𝑥, 𝑧) = (𝑥′, 𝑧′) 

,𝑥)אבל  𝑧) = 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) ו- (𝑥′, 𝑧′) = 𝑝(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′). 

,𝑥) :לכן 𝑦, 𝑧)~(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) ⇔ 𝑝(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑝(𝑥′, 𝑦′, 𝑧′) 

 את העתקה הקנונית𝜌 -נסמן ב

 𝜌: 𝑋 × 𝑌 × 𝑍 → 𝑋 × 𝑌 × 𝑍/~  ש ןוו. מכ-𝑝 את  מכבדת מאד~ ,

 , קיימת פונקציה פי ההרצאה האחרונהל

 �̂�: 𝑋 × 𝑌 × 𝑍/~ → 𝑋 × 𝑍 כך ש-𝑝 = �̂� ∘ 𝜌   כאשר 

�̂� – 'ע ועל.חח' 

 פתוחה  𝑊 -ו 𝑌-פתוחה ב 𝑋 ,𝑉-פתוחה ב 𝑈אם 

𝑝(𝑈אזי  ,𝑍 -ב × 𝑉 × 𝑊) = 𝑈 × 𝑊  פתוחה 

𝑋 -ב  × 𝑍, ו- 𝑝−1(𝑈 × 𝑊) = 𝑈 × 𝑌 × 𝑊  בפתוחה- 𝑋 × 𝑌 × 𝑍.

 כמה משפטים מההרצאותלפי ולפי הגדרת טופולוגית המכפלה  



לפי משפט פונקציה רציפה ופתוחה.  𝑝 -זה מוכיח ש ,לגבי בסיס

 רציפה. �̂�גם  האמההרצ

�̂�פתוחה. תהי  �̂�-שנוכיח  ⊆ 𝑋 × 𝑌 × 𝑍/~  חה במרחב המנה.ופת  

𝑇אזי  = 𝜌−1(�̂�)  פתוחה 

𝑋 -ב × 𝑌 × 𝑍.  לכן𝑝(𝑇) = �̂�(𝜌(𝑇)) = �̂�(�̂�) פתוחה כי הוכחנו ש-

 𝑝 אז פתוחה .�̂� חח''ע ועל. אזי רציפה, פתוחה ,�̂�  ,הומאומורפיזם

 מש''ל.


