
 )פתרון( 3תרגיל   – לטופולוגיה מבוא     

 1שאלה 

 . 𝑥𝑛 הוא מספרשלה  𝑛-שאיבר ה יםממשיפרים סמ תסדר  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)-נסמן ב

 חסומות, ז''א, ה ותיהממש קבוצה של כל הסדרות  ∞𝑙תהי 

  𝑙∞ = {(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ 
, 𝑥𝑛 ∈ ℝ| sup

𝑛∈ℕ
|𝑥𝑛| < ∞ }  

:𝑑ציה תוכיחו שפונקא'  𝑙∞ × 𝑙∞ → [0,  כאשר  (∞

 𝑑∞((𝑥𝑛) , (𝑦𝑛) ) = sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|}, 

 .∞𝑙ה על קווה מטריהמ

 הוכחה

1.   (𝑥𝑛) = (𝑦𝑛) ⇔ ∀𝑛 ∈ ℕ: 𝑥𝑛 = 𝑦𝑛 ⇔ ∀𝑛 ∈ ℕ: |𝑥𝑛 − 𝑦𝑛| = 0 

⇔ 𝑑∞((𝑥𝑛) , (𝑦𝑛) ) = sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛| = 0  

2. 𝑑∞((𝑥𝑛) , (𝑦𝑛) ) = sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛| =        

         sup
𝑛∈ℕ

|𝑦𝑛 − 𝑥𝑛| = 𝑑∞((𝑦𝑛) , (𝑥𝑛) )  

3. 𝑑∞((𝑥𝑛) , (𝑧𝑛) ) = sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛 − 𝑧𝑛| = sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛 + 𝑦𝑛 − 𝑧𝑛|     

      ≤ sup
𝑛∈ℕ

(|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛| + |𝑦𝑛 − 𝑧𝑛|) ≤ sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛| + sup
𝑛∈ℕ

|𝑦𝑛 − 𝑧𝑛| =      

𝑑∞((𝑥𝑛) , (𝑦𝑛) ) + 𝑑∞((𝑦𝑛) , (𝑧𝑛) ) . 

 

 

∞𝑙  בוצהוכיחו שתתקתב'  ⊇ 𝐹   :כאשר 

 𝐹 = {(𝑥𝑖)𝑖∈ℕ   ∈ 𝑙∞  | קבוצה סופית −  {𝑖 ∈ ℕ|𝑥𝑖 ≠ 0} } } 

,∞𝑙)במ''מ  לא סגורה  היא תתקבוצה 𝑑∞). 

 

 

 



 הוכחה

,1)את הסדרה  𝜎𝑘 -נסמן ב
1

2
, …

1

𝑘
, 0,0, … הראשונים  𝒌-כל האיברים חוץ מ- (

,1)את הסדרה  𝑠 -אפסיים. נסמן ב
1

2
,

1

3
, …

1

𝑛
, … ) = (𝑠𝑛)𝑛∈ℕ  

𝑠𝑛  )זאת אומרת, =
1

𝑛
. ) 

אז 
1

𝑘
= sup

 

(0, … ,0,
1

𝑘
,

1

𝑘+1
, … )) = 𝑑(𝜎𝑘, 𝑠)  ( ,𝑘 − אפסים לפני  1

1

𝑘
 .) 

,𝑑(𝜎𝑘 אזי  𝑠) =
1

𝑘
→ 𝑘כאשר   0 → 𝜎𝑘ולכן   ∞ → 𝑠  אבל .𝜎𝑘 ∈ 𝐹, 𝑠 ∉ 𝐹  לפי

 לא סגורה .  𝐹   ⇐  הגדרתם.

 

 2שאלה 

,𝑀1יהיו  א' 𝑀2  מרחבים מטריים. תהי פונקציה𝑓: 𝑀1 → 𝑀2  רציפה 

𝑀2-ו ⊇ 𝐹 חו שהקבוצה יקבוצה סגורה. תוכ𝑀1 ⊇ 𝑓−1(𝐹) .סגורה 

 

 הוכחה

 𝐹 –  סגורה, אזי𝐹𝑐 –  פתוחה, אז𝑓−1(𝐹𝑐) – פתוחה כיוון ש-𝑓 .רציפה 

(𝑓−1(𝐹𝑐))לכן 
𝑐

(𝑓−1(𝐹𝑐))∎רת הקבוצות: וסגורה. אבל מת – 
𝑐

= 𝑓−1(𝐹)  

 

Δתוכיחו שהקבוצה  ב' = {(𝑥, 𝑥) ∈ ℝ2| 𝑥 ∈ ℝ)}  סגורה במרחב 

 .ℝ2אוקלידי  

 

 הוכחה

:𝑓 תהי ℝ2 → ℝ פונקציה כך ש-𝑓((𝑥, 𝑦)) = |𝑥 − 𝑦| .ב םתיינעבוד בינ 

  .ℝ-ו ℝ2בשני המרחבים  ∞𝑑מטריקות 

𝑝𝑛סדרות. תהי הטריון נעשה את זה בעזרת קריו רציפה 𝑓 -נוכיח ש → 𝑝   

,𝑥𝑛)  . יהיו ℝ2-ב 𝑦𝑛) של הנקודה  קואורדינטות𝑝𝑛 ו- (𝑥, 𝑦)  קואורדינטות של

 אזי: .𝑝הנקודה 

𝑝𝑛 → 𝑝 ⇔ 𝑑∞(𝑝𝑛, 𝑝 ) → 0 ⇔ max{|𝑥𝑛 − 𝑥|, |𝑦𝑛 − 𝑦|} → 0 ⇔  

|𝑥𝑛 − 𝑥| → 0 ∧ |𝑦𝑛 − 𝑦| → 0 . 

 



  :אזי

𝑑∞(𝑓(𝑝𝑛), 𝑓(𝑝 )) = |𝑓(𝑝𝑛) − 𝑓(𝑝)| = ||𝑥𝑛 − 𝑦𝑛| − |𝑥 − 𝑦||

≤ |(𝑥𝑛 − 𝑥) − (𝑦𝑛 − 𝑦)| → 0 ⇒ 𝑑∞(𝑓(𝑝𝑛), 𝑓(𝑝 )) → 0 

𝑝𝑛ז''א,  → 𝑝 ⇒ 𝑓(𝑝𝑛) → 𝑓(𝑝 ) ולכן ,𝑓- .סגור  {0}וון שהנקודון כירציפה 

Δ הקבוצה  ,ℝ -ב = {(𝑥, 𝑥) ∈ ℝ2| 𝑥 ∈ ℝ)} = 𝑓−1({0})  - סגורה – 

  Δאוקלידית, לכן  למטריקהשקולה  ∞𝑑אבל  .∞𝑑ביחס למטריקה בינתיים 

 ∎.אוקלידיגם במישור ה סגורה

 

   .3שאלה 

,𝑀) ב המטריתוכיחו שהמרח 𝑑0−1)  קומפקטי אם ורק אם𝑀 .קבוצה סופית 

 הוכחה

𝐵}. ניקח אוסף הכדורים קומפקטי 𝑀יהיה  . ⇐  (𝑥,
1

2
) ⊆ 𝑀| 𝑥 ∈ 𝑀 }.  ברור

 -, קיים תתכיסוי סופי כך שקומפקטי 𝑀 -כיוון ש .𝑀של  כיסוי פתוח שזה

 .𝐵 (𝑥1,
1

2
) ∪ … ∪ 𝐵 (𝑥𝑘 ,

1

2
) = 𝑀 במטריקה𝑑0−1 מרחק בין שתי נקודות ה

𝐵. לכן הכדור   1 -ל שונות שווה (𝑥𝑖 ,
1

2
 . ז''א:𝑥𝑖מכיל רק את הנקודה  (

 ∎{𝑥1} ∪ … ∪ {𝑥𝑘} = 𝑀. 

 ⇒ . 

𝑀'א, פי, ז'סו 𝑀היה י = {𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑘} .היה י{𝑈𝛼}𝛼∈𝐼   כיסוי פתוח של𝑀. 

𝑖 (1אזי לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑘)  קיים𝛼𝑖 ∈ 𝐼 כך ש- 𝑥𝑖 ∈ 𝑈𝛼𝑖
. 

𝑀לכן   = 𝑈𝛼1
∪ … ∪ 𝑈𝛼𝑘

 ∎ קומפקטי.𝑀 -ו , 

 

 .4שאלה 

𝑀תוכיחו שאם  א' ⊇ 𝐴  תתקבוצה סגורה במ''מ𝑀 רכב מז תתא ,קומפקטי𝐴   

 מפקטי .קוהוא מ''מ 

 



 הוכחה

𝑀-ש . זה אומר𝐴כיסוי פתוח של תתמרחב  𝐼{𝑈𝛼} היהי =∪𝛼∈𝐼 𝑈𝛼 שלכל ו

𝛼 ∈ 𝐼:  𝑈𝛼 ⊆ 𝐴 פתוחה ב-.𝐴  שלכל מזה נובע𝛼 ∈ 𝐼  קיימת קבוצה𝑉𝛼 ⊆ 𝑀 

𝑈𝛼 -שכך  𝑀-פתוחה ב = 𝑉𝛼 ∩ 𝐴וון שי. כ- 𝐴סגורה ב-𝑀 ,𝐴𝑐  פתוחה ב-𝑀 .

𝛼∪)  :אנחנו מקבלים 𝑉𝛼) ∩ 𝐴 =∪𝛼 (𝑉𝛼 ∩ 𝐴) =∪𝛼 𝑈𝛼 = 𝐴 . 

𝛼∪לכן:  𝑉𝛼 ⊇ 𝐴  לכןו (∪𝛼 𝑉𝛼) ∪  𝐴𝑐 ⊇ 𝐴 ∪  𝐴𝑐 = 𝑀  . 

𝐼{𝑉𝛼} ז''א,  ∪ { 𝐴𝑐} = ℭ  כיסוי פתוח של𝑀  הוא כולו. מקומפקטיות נובע ש

,𝛼1ז''א קיימים אינדקסים  .𝑀של תתכיסוי סופי  מכיל … , 𝛼𝑘  כך 

𝑉𝛼1-ש
∪ … ∪ 𝑉𝛼𝑘

∪ 𝐴𝑐 = 𝑀:לכן . 

 𝐴 ∩ (𝑉𝛼1
∪ … ∪ 𝑉𝛼𝑘

∪ 𝐴𝑐) = 𝐴 ∩ 𝑀 = 𝐴:אבל . 

𝐴 ∩ (𝑉𝛼1
∪ … ∪ 𝑉𝛼𝑘

∪ 𝐴𝑐) = (𝐴 ∩ 𝑉𝛼1
) ∪ … ∪ (𝐴 ∩ 𝑉𝛼𝑘

) ∪ (𝐴 ∩ 𝐴𝑐) = 

 𝑈𝛼1
∪ … ∪ 𝑈𝛼𝑘

∪ ∅ = 𝐴 . 

𝑈𝛼1}ז''א, 
, … , 𝑈𝛼𝑘

 ∎ קומפקטי. 𝐴. לכן 𝐼{𝑈𝛼}-בסוי סופי המוכל יתתכ {

 

𝑈תוכיחו שאם תתקבוצה  ב' ≠  חבראז תתמ  ℝ𝑛פתוחה במרחב אוקלידי  ∅

𝑈  אינו קומפקטי. 

 הוכחה

קה יסגורה וחסומה. נעבוד במטר 𝑈קומפקטי . לכן – 𝑈-ש – לילהשב –ח יננ

𝑑∞ .כיוון ש- 𝑈 ≠ 𝑎קיימת נקודה ∅ = (𝑎1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝑈.  נסמן: 

 𝑅 = sup
 

{𝑥1|(𝑥1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝑈} הקבוצה בסוגריים מסולסלים מכילה את .

𝑎1 חסומהו ( כי𝑈 חסומה) מספר ה. לכן𝑅 מוגדר היטב ו-    ∞ >  𝑅.  

𝑘לכל יון לם עסלפי הגדרת ח ∈ ℕ  קיים𝑥𝑘
𝑥𝑘) -כך ש 1

1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝑈   

𝑅 -ו −
1

𝑘
< 𝑥𝑘

1 ≤ 𝑅.  לכן(𝑥𝑘
1, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) → (𝑅, 𝑎2, … , 𝑎𝑛).   אזי

(𝑅, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝑈  כי𝑈 אבל סגורה .𝑈 לכן קיים החוגם פת ,𝑟 >  כך  0



𝑈-ש ⊇  𝐵∞((𝑅, 𝑎2, … , 𝑎𝑛), 𝑟). בפרט :(𝑀 +
𝑟

2
, 𝑎2, … , 𝑎𝑛) ∈ 𝑈  סותרוזה 

 .𝑅להגדרה של 

𝑛שימו לב! במקרה  .הערה = ורק  נהוות נכיההוכחה נשארת לה 1

,𝑎2אורדינטות וקה … , 𝑎𝑛  נעדרות. 

 

 .5שאלה  

,𝜌1יהיו   𝜌2 על   שתי מטריקות שקולות𝑀 . 

,𝑀): ווכיחת 𝜌1)  קומפקטי⇔ (𝑀, 𝜌2) .קומפקטי 

 

 הוכחה

 צות פתוחותובקשל סף ואזהה ל 𝜌1-ביחס לצות פתוחות ובקשל סף והא

ביחס כיסוי פתוח  אם ורק אם הוא 𝜌1-ביחס ללכן כיסוי פתוח . 𝜌2-ביחס ל

 :יותטהגדרת קומפקלפי . אזי  𝜌2-ל

 (𝑀, 𝜌1)  קומפקטי⇔ (𝑀, 𝜌2) לצ, מקומפקטי''.  


