
 04/07/22– אודיסאהל 2חדו"א  – מועד א'מבחן 

 חומר עזר: מחשבון פשוט בלבד   משך המבחן: שלוש שעות     דר' ארז שיינר   :המרצ

 100יעוגל ל 100כל ציון מעל   ענו על כל השאלות       נק'  20 : משקל כל שאלה

 נביט בפונקציה  .1

𝑓(𝑥) = arctan(𝑥2) 

 .𝑓(𝑥)מצאו את טור הטיילור סביב אפס המתכנס ל  . א

 .𝑓(38)(0)חשבו את   . ב

 נביט בסדרת הפונקציות  .2

𝑓𝑛(𝑥) = 𝑛 sin (
𝑥

𝑛
) 

 . 𝑓(𝑥)מצאו את תחום ההגדרה של פונקצית הגבול של הסדרה   . א

,∞−)קבעו והוכיחו אם הסדרה מתכנסת במידה שווה בתחום   . ב ∞). 

,𝑢(𝑥תהי   .3 𝑦)  ותהי  שאינה קבועה אפס  פונקציה דיפרנציאבילית ,𝑓(𝑥)   פונקציה גזירה המקיימת לכל𝑥   כי𝑢(𝑥, 𝑓(𝑥)) = 0. 

,𝑢𝑦(𝑥אם   𝑥הוכיחו כי לכל   . א 𝑓(𝑥)) ≠ 𝑓′(𝑥)אזי   0 = −
𝑢𝑥(𝑥,𝑓(𝑥))

𝑢𝑦(𝑥,𝑓(𝑥))
. 

,𝑢𝑥(𝑎  הוכיחו או הפריכו: אם . ב 𝑓(𝑎)) = 𝑓′(𝑎)אזי   0 = 0 . 

,𝑓(𝑥נביט בפונקציה   .4 𝑦) = 𝑥2 + 𝑥3 − 𝑦 + 𝑦3 + 1 

 .(1,1)מצאו את הכיוון בו הנגזרת מקסימלית בנקודה   . א

,𝑓(𝑥מצאו ומיינו את הנקודות הקריטיות של   . ב 𝑦)  .)מקס' מקומי, מינ' מקומי, אוכף( 

𝐷יהי בית שתחום הרצפה שלו הוא   .5 = {(𝑥, 𝑦)|0 ≤ 𝑥 ≤ 1,0 ≤ 𝑦 ≤ ,𝑓(𝑥וגובה התקרה שלו הוא   {1 𝑦) = 𝑒𝑥. 

 קירות ותקרה(. מצאו את שטח הפנים הכולל של הבית )רצפה,  

 ים נביט במשטח  .6

𝑀 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4, 𝑧 = 0} 

𝑇 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|𝑧 = √4 − 𝑥2 − 𝑦2} 

 ובשדה הוקטורי 

𝐹⃗ = 𝑥𝑖̂ + 𝑧𝑗̂ + 𝑘̂ 

∬חשבו את האינטגרל המשטחי מסוג שני   . א 𝑟𝑜𝑡(𝐹⃗) ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀

 חיובי.  𝑧, כאשר הנורמל בעל רכיב ציר  

∬חשבו את האינטגרל המשטחי מסוג שני   . ב 𝑟𝑜𝑡(𝐹⃗) ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑇

 חיובי.  𝑧, כאשר הנורמל בעל רכיב ציר  

  



 אינטגרלים במישור ובמרחב 

 אינטגרלים כפולים 

𝐷יהי תחום   ⊆ ℝ2   ותהי𝑓: ℝ2 → ℝ 

∬כגובה התקרה, והאינטגרל   𝑓כרצפה, ועל   𝐷אפשר לחשוב על   𝑓𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 מייצג את נפח הבית.  

 כצפיפות בכל נקודה, ואז האינטגרל מייצג את המסה של המשטח.  𝑓כמשטח, ועל   𝐷כמו כן, אפשר לחשוב על  

∬בנוסף,   1𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 .𝐷הוא השטח של התחום   

 חישוב אינטגרלים כפולים 

 אם 

𝐷 = {(𝑥, 𝑦)|𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, ℎ1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ ℎ2(𝑥)} 

 אזי 

∬ 𝑓𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

= ∫ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦
ℎ2(𝑥)

ℎ1(𝑥)
) 𝑑𝑥

𝑏

𝑎

 

 

 שינוי קואורדינטות על אינטגרלים כפולים 

𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣) 

𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣) 

|𝐽| = |det (
𝑥𝑢 𝑥𝑣

𝑦𝑢 𝑦𝑣
)| 

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷         (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐷′ 

 אזי 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

= ∬ 𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣)) ⋅ |𝐽|𝑑𝑢𝑑𝑣
𝐷′

 

 קואורדינטות קוטביות 

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃) 

𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃) 

|𝐽| = 𝑟 

(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷       (𝑟, 𝜃) ∈ 𝐷′ 

∬ 𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

= ∬ 𝑓(𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃), 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃))𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃
𝐷′

 

 אינטגרלים משולשים 

𝑉יהי תחום   ⊆ ℝ3   ותהי𝑓: ℝ3 → ℝ 

∭כצפיפות בכל נקודה, והאינטגרל   𝑓כאובייקט תלת מימדי, ועל   𝑉אפשר לחשוב על   𝑓𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

 מייצג את המסה של האובייקט.  

∭בנוסף,   1𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

 .𝑉הוא הנפח של התחום   

  



 חישוב אינטגרלים משולשים 

 אם 

𝐷 ⊆ ℝ2 

 וכן 

𝑉 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧)|(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, ℎ1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑧 ≤ ℎ2(𝑥, 𝑦)} 

 אזי 

∭ 𝑓𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= ∬ (∫ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑧
ℎ2(𝑥,𝑦)

ℎ1(𝑥,𝑦)
) 𝑑𝑥𝑑𝑦

𝐷

 

 שינוי קואורדינטות 

𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤) 

𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤) 

𝑧 = 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤) 

|𝐽| = |det (

𝑥𝑢 𝑥𝑣 𝑥𝑤

𝑦𝑢 𝑦𝑣 𝑦𝑤

𝑧𝑢 𝑧𝑣 𝑧𝑤

)| 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑉       (𝑢, 𝑣, 𝑤) ∈ 𝑉′ 

 אזי 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= ∭ 𝑓(𝑥(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧(𝑢, 𝑣, 𝑤))|𝐽|𝑑𝑢𝑑𝑣𝑑𝑤
𝑉′

 

 קואורדינטות גליליות 

𝑥 = 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃) 
𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃) 

𝑧 = 𝑧 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑉       (𝑟, 𝜃, 𝑧) ∈ 𝑉′ 

|𝐽| = 𝑟 

∭ 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= ∭ 𝑓(𝑟 cos(𝜃) , 𝑟 sin(𝜃) , 𝑧) ⋅ 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝑧
𝑉′

 

 קואורדינטות כדוריות 

𝑥 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃) cos(𝜙) 

𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃) sin (𝜙) 

𝑧 = 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃) 

|𝐽| = 𝑟2sin (𝜃) 

(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ 𝑉      (𝑟, 𝜃, 𝜙) ∈ 𝑉′ 

∭ 𝑓𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= ∭ 𝑓(𝑟 sin(𝜃) cos(𝜙) , 𝑟 sin(𝜃) sin(𝜙) , 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃)) ⋅ 𝑟2 sin(𝜃) 𝑑𝑟𝑑𝜃𝑑𝜙
𝑉′

 

  



 אינטגרלים קוויים מסוג ראשון במישור 

𝐶תהי מסילה   ⊆ ℝ2   ותהי𝑓: ℝ2 → ℝ   

∫כגובה הקירות, ואז האינטגרל   𝑓בתור שפה על הרצפה, ועל   𝐶אפשר לחשוב על   𝑓𝑑𝑟
𝐶

 מייצג את שטח הקירות.  

 אז האינטגרל מייצג את המסה של החבל. כצפיפות החבל בכל נקודה, ו 𝑓בתור חבל על הרצפה, ועל   𝐶כמו כן, אפשר לחשוב על  

∫בנוסף,   1𝑑𝑟
𝐶

 הוא אורך המסילה.  

 חישוב אינטגרלים קווים מסוג ראשון במישור 

 𝐶יהי ייצוג פרמטרי של המסילה  

𝑟 = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) 

𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] 

 אזי 

∫𝑓𝑑𝑟
𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ⋅ √(𝑥′(𝑡))
2

+ (𝑦′(𝑡))
2

𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 קוויים מסוג ראשון במרחב  אינטרגלים 

𝐶תהי מסילה   ⊆ ℝ3   ותהי𝑓: ℝ3 → ℝ 

∫בתור הצפיפות בכל נקודה, ואז האינטגרל   𝑓בתור חבל במרחב ועל   𝐶אפשר לחשוב על   𝑓𝑑𝑟
𝐶

 מייצג את המסה של החבל.  

∫בנוסף, האינטגרל   1𝑑𝑟
𝐶

 הוא האורך של המסילה.  

 חישוב אינטגרלים קוויים מסוג ראשון במרחב 

 פרמטרי של המסילה  יהי ייצוג

𝑟 = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) 

𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] 

 אזי 

∫𝑓𝑑𝑟
𝐶

= ∫ 𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) ⋅ √(𝑥′(𝑡))
2

+ (𝑦′(𝑡))
2

+ (𝑧′(𝑡))
2

𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 אינטגרלים קוויים מסוג שני במישור 

𝐶תהי מסילה   ⊆ ℝ2   ויהי שדה וקטורי𝐹⃗: ℝ2 → ℝ2 

∫בתור שקול הכוחות בכל נקודה, ואז   𝐹⃗בתור מסלול על הרצפה, ועל   𝐶אפשר לחשוב על   𝐹⃗𝑑𝑟
𝐶

מייצג את העבודה שנעשית על   

 חלקיק שנע לאורך המסלול. 

  



 חישוב אינטגרלים קוויים מסוג שני במישור 

 𝐶תהי פרמטריזציה של  

𝑟 = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) 

𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] 

∫𝐹⃗𝑑𝑟
𝐶

= ∫ 𝐹⃗(𝑟(𝑡)) ⋅ 𝑟′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= ∫ 𝐹⃗(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ⋅ (𝑥′(𝑡), 𝑦′(𝑡))𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 אינטגרלים קוויים מסוג שני במרחב 

𝐶תהי מסילה   ⊆ ℝ3  יהי שדה וקטורי  ו𝐹⃗: ℝ3 → ℝ3 

∫בתור שקול הכוחות בכל נקודה, אז האינטגרל   𝐹⃗בתור מסלול במרחב, ועל   𝐶אפשר לחשוב על   𝐹⃗𝑑𝑟
𝐶

מייצג את העבודה הנעשית   

 על חלקיק שנע לאורך המסלול. 

 חישוב אינטגרלים קוויים מסוג שני במרחב 

 תהי פרמטריזציה של המסילה

𝑟 = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) 

𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏] 

∫𝐹⃗𝑑𝑟
𝐶

= ∫ 𝐹⃗(𝑟(𝑡)) ⋅ 𝑟′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

= ∫ 𝐹⃗(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡)) ⋅ (𝑥′(𝑡), 𝑦′(𝑡), 𝑧′(𝑡))𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

 

 סימון נוסף לאינטגרלים קוויים מסוג שני 

𝐹⃗ = 𝑃𝑖̂ + 𝑄𝑗 ̂

 והפרמטריזציה של המסילה היא 

𝑟 = (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) 

 אזי נסמן 

∫𝐹⃗𝑑𝑟
𝐶

= ∫𝑃𝑑𝑥 + 𝑄𝑑𝑦
𝐶

 

 כאשר 

∫𝑃𝑑𝑥
𝐶

= ∫ 𝑃(𝑟(𝑡)) ⋅ 𝑥′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

∫𝑄𝑑𝑦
𝐶

= ∫ 𝑄(𝑟(𝑡)) ⋅ 𝑦′(𝑡)𝑑𝑡
𝑏

𝑎

 

  



 משפט גרין 

𝐷יהי תחום   ⊆ ℝ2   בעל השפה𝐶   ויהי שדה וקטורי𝐹⃗: ℝ2 → ℝ2 בעל נגזרות רציפות 

 . 𝐷על התחום   𝑐𝑢𝑟𝑙(𝐹⃗)נגד כיוון השעון שווה לאינטגרל הכפול של   𝐶מסביב ל  𝐹⃗אזי האינטגרל הקווי מסוג שני של  

 

 נסמן

𝐹⃗ = 𝑃(𝑥, 𝑦)𝑖̂ + 𝑄(𝑥, 𝑦)𝑗̂ 

 אזי 

∳𝐹⃗𝑑𝑟
𝐶

= ∬ 𝑐𝑢𝑟𝑙(𝐹⃗)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

= ∬ (𝑄𝑥 − 𝑃𝑦)𝑑𝑥𝑑𝑦
𝐷

 

 אינטגרלים משטחיים מסוג ראשון 

𝑀יהי משטח   ⊆ ℝ3   ותהי𝑓: ℝ3 → ℝ 

∬כפונקצית הצפיפות בכל נקודה, ואז האינטגרל   𝑓כאובייקט משטחי ועל   𝑀אפשר לחשוב על   𝑓𝑑𝑆
𝑀

מייצג את המסה של   

 האובייקט. 

∬בנוסף,   1𝑑𝑆
𝑀

 מייצג את שטח הפנים של המשטח.  

 חישוב אינטגרלים משטחיים מסוג ראשון 

 תהי פרמטריזציה של המשטח

𝑠(𝑢, 𝑣) = (𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣)) 

(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐷 

 אזי 

∬ 𝑓𝑑𝑆
𝑀

= ∬ 𝑓(𝑠(𝑢, 𝑣)) ⋅ |𝑠𝑢 × 𝑠𝑣|𝑑𝑢𝑑𝑣
𝐷

 

 אינטגרלים משטחיים מסוג שני

𝑀יהי משטח   ⊆ ℝ3   ויהי שדה וקטורי𝐹⃗: ℝ3 → ℝ3מל למשטח. , ויהי כיוון לנור 

∬אפשר לחשוב על המשטח בתור ממברנה ועל השדה הוקטורי בתור עוצמת הזרימה, אז האינטגרל   𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀

הוא סך כל הזרימה  

 דרך הממברנה בכיוון הנורמל הנתון. 

 חישוב אינטגרלים משטחיים מסוג שני 

 תהי פרמטריזציה של המשטח

𝑠(𝑢, 𝑣) = (𝑥(𝑢, 𝑣), 𝑦(𝑢, 𝑣), 𝑧(𝑢, 𝑣)) 

(𝑢, 𝑣) ∈ 𝐷 

 אזי 

∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀

= ± ∬ 𝐹⃗(𝑠(𝑢, 𝑣)) ⋅ (𝑠𝑢 × 𝑠𝑣)𝑑𝑢𝑑𝑣
𝐷

 

𝑠𝑢כאשר הסימן נקבע על ידי בחירת וקטור הנורמל   × 𝑠𝑣  .בכיוון הנתון 



 משפט גאוס )דיברגנץ( 

𝑉יהי גוף תלת מימדי   ⊆ ℝ3   בעל משטח מעטפת𝑀   ויהי שדה וקטורי בעל נגזרות רציפות𝐹⃗ ונביט בנורמל כלפי חוץ הגוף, אזי , 

∬ 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀

= ∭ 𝑑𝑖𝑣(𝐹⃗)𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

= ∭ ∇ ⋅ 𝐹⃗𝑑𝑥𝑑𝑦𝑑𝑧
𝑉

 

 משפט סטוקס 

𝑀יהי משטח   ⊆ ℝ3   בעל שפה𝐶   ויהי שדה וקטורי בעל נגזרות רציפות𝐹⃗  אזי האינטגרל הקווי נגד כיוון השעון כאשר הלמעלה הוא ,

 לפי הנורמל למשטח מקיים: 

∳ 𝐹⃗𝑑𝑟 = ∬ 𝑟𝑜𝑡(𝐹⃗) ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀

= ∬ ∇ × 𝐹⃗ ⋅ 𝑛̂𝑑𝑆
𝑀

 

 

 


