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 ' תש"ף במועד  – (83-110להנדסה )לינארית אלגברה  – צעה לפתרוןה

 מכנס עדי

 

𝐴תהי מטריצה ריבועית   .1 ∈ ℝ𝑛×𝑛. 

 . יםמיאותם ערכים עצ 𝐴𝑡ריצה המשוחלפת  ולמט 𝐴הוכיחו שלמטריצה   . א

 

 פתרון: 

 שים לב כי: נ

𝑝𝐴(𝑥) = det(𝑥𝐼 − 𝐴) 

 סימטרית:  𝐼וון ש  . כעת, כילפי ההגדרה

= det(𝑥𝐼𝑡 − 𝐴) 

 ות נקבל כי: ת מטריצלגברמא כמו כן, 

= det((𝑥𝐼)𝑡 − (𝐴𝑡)𝑡) = det((𝑥𝐼 − 𝐴𝑡)𝑡) 

 לכן: דטרמיננטת המשוחלפת שלה. מטריצה שווה ל ל הרי דטרמיננטת אב

= det(𝑥𝐼 − 𝐴𝑡) = 𝑝𝐴𝑡(𝑥) 

 )כי הם שווים(.  𝐴𝑡ה שהראינו גם את הפ"א של  פי מללה, ו מאפסים את הפ"א ש  𝐴כל הע"ע של   כעת,

 . אחרת הפ"א יהיו שונים ש משום  –ע "אין ע  𝐴𝑡גם ל  ע מתקיים כי  ע"  𝐴ו כן, אם אין ל  כמ

 ∎משל  

 

,𝐵וכיחו שקיימות מטריצות הפיכות  ה . ב 𝐶   כך ש𝐴 = 𝐵 + 𝐶 . 

 

 פתרון: 

 נשים לב כי: 

𝐴 = (𝐴 − 𝑎𝐼) + 𝑎𝐼 

𝑎לכל  כעת,   ≠ 𝐴. נדרוש כי  כההפי  𝑎𝐼מתקיים כי  ממשי  0 − 𝑎𝐼 פיכה גם כן וסיימנו. תהיה ה 

𝐴, כי אם  נשים לב − 𝑎𝐼   אינה הפיכה, אזי מתקיים כיdet(𝐴 − 𝑎𝐼) =  . 𝐴של   הוא ע"ע 𝑎ולכן   0

א  שורשים לפ"  𝑛לכל היותר  כיוון שיש . לכן, 𝑝𝐴(𝑥)א  אמ"מ הוא שורש של הפ"  𝐴הוא ע"ע של   𝑎כעת,  

כזה שאינו שורש   𝑎רשים! נבחר  של שו   כמות סופיתישנה  – (𝑛  מעלה ולינום מהוא פ 𝑝𝐴(𝑥))שהרי  

𝐴. לכן  0ושהוא לא יהיה  של הפולינום   − 𝑎𝐼 את הדרוש.  יכה וקיבלנו הפ 

 ∎משל  

 



𝐴תהי   .2 = (
𝑎 1 𝑎 + 1
0 0 0
0 0 0

) 

 

 , הוכיחו תשובתכם. לכסינה 𝐴המטריצה   𝑎ערכי  קבעו לאילו   . א

 

 תרון: פ

 : 𝐴של   נחשב תחילה את הפ"א 

𝑝𝐴(𝑥) = det(𝑥𝐼 − 𝐴) = |
𝑥 − 𝑎 −1 −𝑎 − 1
0 𝑥 0
0 0 𝑥

| 

 האלכסון: ונה ולכן הדטרמיננטה שלה היא מכפלת איברי משולשית עליהמטריצה 

= (𝑥 − 𝑎)𝑥2 

,𝑎הם   𝐴לכן הע"ע של   0 . 

𝜆חיל מ  נת ע"ע: כל דוק את הר"ג של נב = 𝑎 

𝑉𝑎 = 𝑁(
0 −1 −𝑎 − 1
0 𝑎 0
0 0 𝑎

) 

𝑎כעת, עבור   =  סינה.אינה לכ 𝐴ג שונה מהר"א ומכאן ש  ר"שורות אפסים, ולכן ה 2תקיים כי יש  מ 0

 : אחרת

1

𝑎
𝑅2,
1

𝑎
𝑅3

→     𝑁(
0 −1 −𝑎 − 1
0 1 0
0 0 1

)
𝑅1+𝑅2,𝑅1−(−𝑎−1)𝑅3,𝑅1↔𝑅3,𝑅2↔𝑅1
→                           𝑁(

0 1 0
0 0 1
0 0 0

) 

𝑥נציב פרמטר במשתנה החופשי   = 𝑡 אוסף הפתרונות הינו  נקבל כי  ולכן : 

(
𝑡
0
0
) = span {(

1
0
0
)} 

)}ינו  לכן הבסיס למ"ע הנ"ל ה ו
1
0
0
)} . 

 

𝜆כעת, עבור   = 0 : 

𝑉0 = 𝑁(
−𝑎 −1 −𝑎 − 1
0 0 0
0 0 0

) 

כאשר  "ג. כמו כן, הוכחנו קודם כי  הר"א שווה לרולכן   –ורות אפסים ש  2יש למטריצה בדיוק   כעת

𝑎ם  יבימצ =  לעיל: לממ"ל מצוא פתרון כדי לחלק בו ה אינה לכסינה וע"כ נהמטריצ 0

−
1

𝑎
𝑅1

→   𝑁(
1
1

𝑎

𝑎 + 1

𝑎
0 0 0
0 0 0

) 



𝑦משתנים החופשיים  יב פרמטרים בנצ = 𝑠, 𝑧 = 𝑡  :ולכן נקבל כי אוסף הפתרונות הוא 

(
−
𝑠

𝑎
−
𝑡(𝑎 + 1)

𝑎
𝑠
𝑡

) = span{(
−
1

𝑎
1
0

) ,(
−
𝑎 + 1

𝑎
0
1

)} 

)}"ע הינו  למולכן הבסיס  
−
1

𝑎

1
0

) , (
−
𝑎+1

𝑎

0
1

 צינו. , כמו שר{(

𝑎לכסינה לכל   𝐴ריצה  : המטסה"כ ≠  ממשי.  0

 ∎משל  

 

)  כך ש  𝑃ה הפיכה  עבורם קיימת מטריצ 𝑎צאו את כל ערכי  מ . ב
0 0 0
0 𝑎 0
0 0 0

) = 𝑃−1𝐴𝑃 

 או הוכיחו שאין כאלה. ,  𝑎מצעות  בא 𝑎ו את  והביע 

 

 פתרון: 

𝑎ור  עבלכסינה  𝐴כבר הוכחנו כי   ≠ ,𝑎. כמן כן הראינו כי  0  1,2עם הר"א   𝐴ם הע"ע של  ה 0

 בהתאמה. 

 : לכן נקבל כי 

𝑃 = (
−
1

𝑎
1 −

𝑎 + 1

𝑎
1 0 0
0 0 1

) 

 ואכן: 

(
0 0 0
0 𝑎 0
0 0 0

) = 𝑃−1𝐴𝑃 

 ∎לכסינה. משל   𝐴כיוון ש  

 

𝐴תהי   .3 ∈ ℝ3×3 צה אורתוגונלית ) מטרי𝐴𝐴𝑡 = 𝐼  ותהי )𝑇:ℝ3 → ℝ3   ההעתקה הלינארית

𝑇𝑣⃗"י  ע  המוגדרת  = 𝐴𝑣⃗. 

 

 ת עזר: טענ

𝐴לומר, תהי  . כסטנדרטית  אורתוגונלית משמרת מכפלה פנימית מטריצה  ∈ ℝ𝑛×𝑛  אזי  אורתוגונלית .

𝑣,𝑤לכל   ∈ ℝ𝑛   מתקיים כי⟨𝐴𝑣, 𝐴𝑤⟩ = ⟨𝑣,𝑤⟩  ר במפ"ס(. )כאשר מדוב 

𝐴𝐴𝑡וכן  ריבועית   𝐴לב כי מכיוון ש  ראשית נשים   :הוכחה = 𝐼   אזי𝐴   הפיכה ומתקיים כי𝐴−1 = 𝐴𝑡 . 

𝑣,𝑤ו  יהיכעת,   ∈ ℝ𝑛  :לפי ההגדרה 



⟨𝐴𝑣, 𝐴𝑤⟩ =
(1)
(𝐴𝑣)𝑡(𝐴𝑤) =

(2)
(𝑣𝑡𝐴𝑡)(𝐴𝑤) =

(2)
𝑣𝑡(𝐴𝑡𝐴)𝑤 =

(3)
𝑣𝑡𝐼𝑤 = 𝑣𝑡𝑤 =

(1)
⟨𝑣, 𝑤⟩ 

 כאשר: 

 לפי ההגדרה  (1)

 מטריצות רת מאלגב (2)

𝐴−1כיוון ש   (3) = 𝐴𝑡 זי  א𝐴𝐴𝑡 = 𝐴𝑡𝐴 = 𝐼. 

 ∎משל  

  טורוק  )סטנדרטית(. כלומר לכל  להראות כי גם מטריצה זו משמרת נורמהמטענת עזר זו ניתן   הערה:

𝑣 ∈ ℝ𝑛   ומטריצה אורתוגונלית𝐴 ∈ ℝ𝑛×𝑛 ם כי: קיימת 

‖𝐴𝑣‖ = ‖𝑣‖ 

‖𝑣‖לעיל, משום ש  )זה נובע מיידית מהטענה   = √⟨𝑣, 𝑣⟩) 

 

𝑇(1,0,0)מו כן, נתון כי  כ = 𝑇(0,1,0)   וגם𝑇(0,1,0) = (
1

√2
, 0,−

1

√2
). 

 . הוכיחו תשובתכם. 𝑇(0,0,1)כל האפשרויות עבור  חשבו את  . א

 

 פתרון: 

𝑇(0,0,1)  סמןנ = (
𝑎
𝑏
𝑐
 תקיים כי: ס, מכפל במטריצה אורתוגונלית משמר מפ" . כעת, כיוון ש(

⟨(
𝑎
𝑏
𝑐
) , (

0
1
0
)⟩ = ⟨(

0
0
1
) , (

1
0
0
)⟩ = 0 

⟨(
𝑎
𝑏
𝑐
) ,

(

 
 

1

√2
0

−
1

√2)

 
 
⟩ = ⟨(

0
0
1
) , (

0
1
0
)⟩ = 0 

 תקיים כי: וון שכפל במטריצה אורתוגונלית משמר נורמה, מכמו כן מכי 

‖(
𝑎
𝑏
𝑐
)‖ = ‖(

0
0
1
)‖ = 1 

 ם כי: כלומר, מתקיי

{
 

 
𝑎 ⋅ 0 + 𝑏 ⋅ 1 + 𝑐 ⋅ 0 = 0
𝑎

√2
+ 𝑏 ⋅ 0 −

𝑐

√2
= 0

√𝑎2 + 𝑏2 + 𝑐2 = 1

 

 מר: כלו

{

𝑏 = 0
𝑎 = 𝑐

√2𝑎2 = 1

 



 משוואה השלישית: ומה

2𝑎2 = 1 

𝑎 = ±
1

√2
 

 ת: לכן, מתקיים כי ישנם שתי אפשרויו

𝑇(0,0,1) =

(

 
 

1

√2
0
1

√2)

 
 

 

 : או ש

𝑇(0,0,1) =

(

 
 
−
1

√2
0

−
1

√2)

 
 

 

 ∎משל  

 

,𝑇(1ורך הוקטור  ויות יש לאמה אפשרכ . ב 𝑎, √1 − 𝑎2) פי הנורמה הסטנדרטית כאשר  ל

𝑎 ∈ ℝ .הוכיחו תשובתכם ? 

 

 פתרון: 

𝑎לכל   מתקיים כי מה,ורר נורתוגונלית משמכיוון שכפל במטריצה א ∈ ℝ : 

‖𝑇 (1, 𝑎, √1 − 𝑎2)‖ = ‖(

1
𝑎

√1 − 𝑎2
)‖ = √12 + 𝑎2 + (√1 − 𝑎2)

2
= √12 + 𝑎2 + 12 − 𝑎2 

= √2 

 ∎  משל

 

,𝑣1ם  שוניוקטורים לושה  ו שמרחב מכפלה פנימית ויהי 𝑉יהי   .4 𝑣2, 𝑣3 ∈ 𝑉  בת"ל . 

0יהי   . א ≠ 𝑤 ∈ 𝑉   המקיים⟨𝑣𝑖, 𝑤⟩ = 1לכל   0 ≤ 𝑖 ≤ 3 . 

,𝑣1}חו שהקבוצה  הוכי 𝑣2, 𝑣3, 𝑤}  .בת"ל 

 

 פתרון: 

 ף לינארי מתאפס: יהי צירו

𝑎1𝑣1 + 𝑎2𝑣2 + 𝑎3𝑣3 + 𝑎4𝑤 = 0 



𝑎1צ"ל כי   = ⋯ = 𝑎4 = 0 . 

 )מצד שמאל(:  𝑤  שני האגפים ב פיל את נכ

⟨𝑎1𝑣1 + 𝑎2𝑣2 + 𝑎3𝑣3 + 𝑎4𝑤,𝑤⟩ = ⟨0,𝑤⟩ = 0 

 לינאריות מצד שמאל של המ"פ נקבל כי: כעת מ

𝑎1⟨𝑣1, 𝑤⟩ + 𝑎2⟨𝑣2, 𝑤⟩ + 𝑎3⟨𝑣3, 𝑤⟩ + 𝑎4⟨𝑤, 𝑤⟩ = 0 

 לפי הנתון מתקיים כי: כעת,  

𝑎4⟨𝑤,𝑤⟩ = 0 

𝑤אבל! מכיוון ש   ≠ ⟨𝑤,𝑤⟩מתקיים כי   0 ≠ 𝑎4מתכנות מ"פ, ולכן   0 = 0 . 

 נחזור לנתון המקורי:  כעת

𝑎1𝑣1 + 𝑎2𝑣2 + 𝑎3𝑣3 = 𝑎1𝑣1 + 𝑎2𝑣2 + 𝑎3𝑣3 + 𝑎4𝑤 = 0 

𝑎1ם  ולכן כלל הסקלריתאפס מירוף לינארי אבל זהו צ = 𝑎2 = 𝑎3 =  פס. הנותרים שווים לא 0

 טריוויאלי. לינארי   ירוףבצ לרים התאפסו ולכן מדובר סה"כ כלל הסק 

 ∎משל  

 

𝑣1⟩ש  ניח נ . ב − 𝑣3, 𝑣2⟩ = ⟨𝑣1 + 𝑣2, 𝑣1⟩ כי הקבוצה  , הוכיחו{𝑣1, 𝑣2, 𝑣3}  אינה

 אורתוגונלית. 

 

 : רון פת

 כי הקבוצה א"ג. לכן: נב"ש 

0 = ⟨𝑣1, 𝑣2⟩ − ⟨𝑣3, 𝑣2⟩ = ⟨𝑣1 − 𝑣3, 𝑣2⟩ = ⟨𝑣1 + 𝑣2, 𝑣1⟩ = ⟨𝑣1, 𝑣1⟩ + ⟨𝑣1, 𝑣2⟩ = ⟨𝑣1, 𝑣1⟩ 

 נחת השלילה. מתכונות מ"פ וה

 לכן: 

⟨𝑣1, 𝑣1⟩ = 0 

𝑣1מ"פ הנ"ל מתקיים אמ"מ  אבל מהגדרת ה = ,𝑣1ך ש  לכבסתירה    – 0 𝑣2, 𝑣3 בת"ל . 

 ∎משל  

 

5.  

𝐴טריצה ריבועית  מצאו מ . א ≠ 𝐴2כך ש   0 =  כזו. לא קיימת ש או הוכיחו  0

 

 : פתרון 

 הבאה:  נביט במטריצה

(
0 1
0 0

) ∈ ℝ2×2 



 ואכן: 

(
0 1
0 0

)
2

= (
0 1
0 0

) (
0 1
0 0

) = (
0 ⋅ 0 + 1 ⋅ 0 0 ⋅ 1 + 0 ⋅ 0
0 ⋅ 0 + 0 ⋅ 0 0 ⋅ 1 + 0 ⋅ 0

) = (
0 0
0 0

) 

 

:𝑇צאו העתקה לינארית  מ . ב 𝑉 → 𝑉  "ע וגם  שאינה חחker 𝑇 ⊆ Im𝑇 ,וכיחו שלא  או ה

 קיימת כזו. 

 

 פתרון: 

𝑇:ℝ2ה"ל:  נביט ב → ℝ2 "י לכל  ע𝑣 ∈ ℝ2  ,𝑇𝑣 = (
0 1
0 0

) 𝑣. 

 : לכן ת של המטריצה. ורוא מרחב הש היקת המטריצה  התמונה של העת הוכחנו בהרצאה כי כעת, 

Im𝑇 = 𝐶 (
0 1
0 0

) = span {(
1
0
)} 

 . לכן: היא מרחב האפס של המטריצה  צהכמו כן, הוכחנו בהרצאה כי הגרעין של העתקת המטרי

ker 𝑇 = 𝑁 (
0 1
0 0

) 

𝑥  החופשי ציב פרמטר במשתנהנ = 𝑡 אוסף הפתרונות יהיה:. לכן 

(
𝑡
0
) = span {(

1
0
)} 

kerכי   כעת, ברור 𝑇 ≠ משפט  ל לא חח"ע )לפי הלעי , ומכאן שהעתקה כפי שהראינו לפני כן {0}

ker. אך, אכן  מההרצאה( 𝑇 = Im𝑇   ולכןker 𝑇 ⊆ Im𝑇. 


