
1 אלגברה מופשטת – 1תרגיל   
 

) המקיימים b ו aמצא  .1 )gcd ,r s ar bs=  כאשר, +

,11  .א 17r s= =. 
,8   .ב 12r s= =. 

  פתרון

). א )gcd , 1r s = .2 17 3 11 1⋅ − ⋅ =.  

). ב )gcd , 4r s = .1 12 1 8 4⋅ − ⋅ =.  

 
,יהיו  .2 ,a b c ∈ℤ כך ש a bc ו ( )gcd , 1a b a הוכח ש = c. 

  פתרון

)נתון ש  )gcd , 1a b m, קיימים gcd על פי משפט ה = n 1 כך שma nb+ cנניח ש . = ∈ℤ כך ש 

a bcא קיים " זq ∈ℤ כך ש bc aq= . 1מכיוון שma nb+ c נקבל = mac nbc=  ומכיוון ש +

bc aq= נקבל ( )c mac naq a mc nq= + = aא " ז+ c  .  

  

} כך ש m∈ℤקיים {הוכח ש  . א .3 1mw w∞Ω = ∈ =ℂבורה אבלית ביחס לפעולת הכפל של  ח

 .מספרים מרוכבים

}{הוכח ש . ב 1z zΩ = ∈ =ℂחבורה אבלית ביחס לפעולת הכפל של מספרים מרוכבים .  

  פתרון
  . א

  סגירות לכפל

ω,יהיו  ρ ∞∈Ω אזי קיימים ,m n ∈ℤ1:  כך שמתקייםm nω ρ= = .

( ) ( ) ( ) 1 1 1
n mmn mn mn mn nm m n n mωρ ω ρ ω ρ ω ρ= ⋅ = ⋅ = ⋅ = ⋅ =   

השוויון השלישי , ℤהשוויון השני נובע מהקומוטטיביות ב , ℂהשוויון הראשון נובע מהקומוטטיביות ב 

)נובע מהגדרת החזקה ומכיוון ש  ),∗ ⋅ℂחבורה .  

   הופכיקיום איבר

ωיהי  ∞∈Ω ולכן ω ∗∈ℂ)  לא קייםn ∈ℤ 0 כך ש 1n 0 ולכן = ∞∉Ωא " ז∗
∞Ω ⊆ ℂ ( אז קייםn 

1nωשלם כך ש  = .ω ∗∈ℂ ולכן קיים ל ω 1 איבר הופכיω− . 1נראה שω−
∞∈Ω.  

( ) ( ) ( ) 111 1 11 1
n nn nω ω ω ω

−⋅ −− − ⋅ −= = = = −1ω ולכן =
∞∈Ω.  

  

∗מכיוון ש 
∞Ω ⊆ ℂ וש ( ),∗ ⋅ℂ חבורה נקבל מהקריטריון המקוצר ש ∞Ω תת חבורה של ∗

ℂ.  

  .ב

0 כי Ω∌0מכיוון ש  0 1= Ω∗ אז ≠ ⊆ ℂ .ב ש נוכיח שוΩתת חבורה על פי הקריטריון המקוצר .  

  סגירות לכפל

z,יהיו  u ∈Ω .1 1 1z u z u⋅ = ⋅ = ⋅ z ולכן = u⋅ ∈Ω.  

  קיום איבר הופכי



zיהי  ∈Ω ,( ) 1
1z z z z

−− = ⋅ 1z ש  מכיוון⋅ 1z אז = z⋅ 1 ואז  = 11z z z z z− −= = = ⇐ =.  

  
  

 : חבורה הוכח את הטענות הבאותGתהיי  .4
aאם לכל   .א G∈ 2 מתקייםa e= אז Gאבלית . 

a,אם לכל   .ב b G∈ מתקיים ( )2 2 2ab a b= אזי Gחבורה אבלית . 

  פתרון
  .א

b,צריך להוכיח שלכל  c G∈ מתקיים bc cb= . נתון שלכלa G∈קיים  מתa a e⋅  ולכן =

( ) ( )1 1 1 1 1a a a a a a a e a a a a− − − − −= ⋅ ⋅ = ⋅ ⋅ = ⋅ = ⇒ =.  

b,בפרט לכל  c G∈ מתקיים ( ) 1
bc bc

− )ראינו ש . = ) 1 1 1bc c b
− − a ומכיוון שלכל =− G∈ מתקיים 

1a a−=נקבל  ( ) 1 1 1bc bc c b cb
− − −= = =.  

  .ב
a,יהיו  b G∈.  

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )21 1 1 1 1 1 1 2 2 1ba a a ba bb a ab ab b a ab b a a b b ab− − − − − − − −= = = = = .  

 
3הוכח שהקבוצה . א .5

ℝעם הפעולה הבאה  :

( ) ( ) ( )1 1 1 2 2 2 1 2 1 2 1 2 1 2, , , , , ,x y z x y z x x z y y y z z⋅ = + + +  . חבורה לא קומוטטיבית+

)את האיבר ההופכי ל   .ב )30,7, 2012.  

  רוןפת
  .א

  סגירות

)יהיו  ) ( ) 3
1 1 1 2 2 2, , , , ,x y z x y z ∈ℝ מכיוון שהקבוצה ℝ סגורה לכפל וחיבור נקבל ש 

( ) 3
1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2 1 2, ,x x z y y y z z x x z y y y z z+ + + + ∈ ⇐ + + ∈ ∧ + ∈ ∧ + ∈ℝ ℝ ℝ ℝ.  

  אסוציאטיביות

)יהיו  ) ( ) ( ) 3
1 1 1 2 2 2 3 3 3, , , , , , , ,x y z x y z x y z ∈ℝ  

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1 1 1 2 2 2 3 3 3 1 2 1 2 1 2 1 2 3 3 3

1 2 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

, , , , , , , , , ,

, ,

x y z x y z x y z x x z y y y z z x y z

x x z y x z z y y y y z z z

⋅ ⋅ = + + + + ⋅ =

= + + + + + + + + +
  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )

1 1 1 2 2 2 3 3 3 1 1 1 2 3 2 3 2 3 2 3

1 2 3 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3

, , , , , , , , , ,

, ,

x y z x y z x y z x y z x x z y y y z z

x x x z y z y y y y y z z z

⋅ ⋅ = ⋅ + + + + =

= + + + + + + + + +
  

    שדה נקבל שℝמכיוון ש 

( ) ( )
( ) ( )
( ) ( )

1 2 3 2 3 1 2 3 1 2 1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

1 2 3 1 2 3

x x x z y z y y x x z y x z z y

y y y y y y

z z z z z z

+ + + + + = + + + + +

+ + = + +

+ + = + +

.  

  קיום איבר יחידה

)איבר היחידה הוא     מכיוון ש 0,0,0(



( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1 1 1 1 1

, , 0,0,0 0 0, 0, 0 , ,

0,0,0 , , 0 0 ,0 ,0 , ,

x y z x z y z x y z

x y z x y y z x y z

⋅ = + + ⋅ + + =

⋅ = + + ⋅ + + =
  

  איבר הופכי

( ) ( ) ( )( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, , , , , , 0,0,0

, , , , , , 0,0,0

x y z zy x y z x zy x z y y y z z

zy x y z x y z zy x x zy y y z z

⋅ − − − = + − + ⋅ − − − =

− − − ⋅ = − + − − + − + =
  

)האיבר ההופכי של  ), ,x y z הוא ( ), ,zy x y z− − −.  

  לא קומוטטיבי

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )
1,2,3 4,5,6 1 4 3 5,2 5,3 6 20,7,9

4,5,6 1, 2,3 4 1 6 2,5 2,6 3 17,7,9

⋅ = + + ⋅ + + =

⋅ = + + ⋅ + + =
  

a,3קיבלנו שני איברים  b ∈ℝ כך ש ab ba≠.  

  .ב

)ראינו בסעיף א שהאיבר ההופכי ל  ), ,x y z הוא ( ), ,zy x y z− − )ולכן האיבר ההופכי ל , − )30,7, 2012 

)הוא  )14054, 7, 2012− −.  

 
 : איברים כך שהפעולה היא5כמה מבנים אלגבריים בינריים קיימים מעל קבוצה עם  .6

  .קומוטטיבית  .א
 .קומוטטיבית ובעלת איבר ניטרלי  .ב

  פתרון
  .א

e  d  c  b  a   
4  3  2  1  11  a  
7  6  5  12  1  b  
9  8  13  5  2  c  

10  14  8  6  3  d  
15  10  9  7  4  e  

  

  .155 אופציות ולכן מספר האפשרויות הוא 5לכל אחד מהמשבצות הממוספרות יש 
  .ב

d  c  b  a  e   
d  c  b  a  e  e  
3  2  1  7  a  a  
5  4  8  1  b  b  

6  9  4  2  c  c  
10  6  5  3  d  d  

 כל אחד מהאיברים יכול .105יות ולכן מספר האפשרויות הוא  אופצ5לכל אחד מהמשבצות הממוספרות יש 

  . אופציות115כ יש "להיות איבר יחידה ולכן סה
  

}נביט בקבוצה  .7 }( ) { }( )0 0∪ × ∪ℕ ℕ על הקבוצה המקיימת∗ ונגדיר פעולה : 



                                          
c b

otherwise

>
             ( ) ( ) ( )

( )
,

, ,
,

a c b d
a b c d

a b c d

+ −∗ = 
− +

.  

  .ל מהווה מונואיד"הראו כי הקבוצה יחד עם הפעולה הנ.               א
  ?האם היא חבורה? מהי קבוצת האיברים ההפיכים משמאל.               ב

  
  

  פתרון
  .א

  סגירות

)יהיו  ) ( ) { }( ) { }( ), , , 0 0a b c d ∈ ∪ × ∪ℕ ℕ.  

c 1מקרה  b> ולכן 

( ) { }( ) { }( ) { }, 0 0 0 0 0a c b d a c b a c b c b+ − = ∪ × ∪ ⇐ + − ∈ ∪ ⇐ + − > ⇐ − >ℕ ℕ ℕ.  

c  2מקרה  b≤ולכן   

( ) { }( ) { }( ) { }, 0 0 0 0 0a b c d b c d b c d b c− + ∈ ∪ × ∪ ⇐ − + ∈ ∪ ⇐ − + ≥ ⇐ − ≥ℕ ℕ ℕ.  

  אסוציאטיביות

)יהיו  ) ( ) ( ) { }( ) { }( ), , , , , 0 0a b c d e f ∈ ∪ × ∪ℕ ℕ  

c 1מקרה  b>  

         
e d

otherwise

>
        ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( )
,

, , , , ,
,

a c b e d f
a b c d e f a c b d e f

a c b d e f

+ − + −∗ ∗ = + − ∗ = 
+ − − +

  

eנשים לב שאם  d c b> ∧ c אז < e d b+ −   : ולכן<

e d

otherwise

>
             ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )
, , ,

, , , ,
, , ,

a b c e d f a c e d b f
a b c d e f

a b c d e f a c b d e f

∗ + − = + + − −∗ = 
∗ − + = + − − +

  

  
c 2מקרה  b≤  

 
e b c d

otherwise

> − +
        ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

( )
,

, , , , ,
,

a e b c d f
a b c d e f a b c d e f

a b c d e f

 + − − +∗ ∗ = − + ∗ = 
− + − +

  

eשימו לב  d c b e b c d> ⇐ ≤ ∧ > −    נקבל+
  

  

e b c d

d e b c d

otherwise

> − +
< ≤ − +   ( ) ( ) ( )( )

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )( )
( ) ( ) ( )

, , ,

, , , , , , ,

, , ,

a b c e d f a c e d b f

a b c d e f a b c e d f a b c e d f

a b c d e f a b c d e f

∗ + − = + + − −
∗ = ∗ + − = − + − +
 ∗ − + = − + − +

     

  כ נקבל ש"ובסה

    
e b c d

otherwise

> − +
                 ( ) ( ) ( )( ) ( )( )

( )
,

, , , ,
,

a e b c d f
a b c d e f

a b c d e f

 + − − +∗ = 
− + − +

  

  ר יחידהקיום איב

(    הוא איבר יחידה מכיוון ש0,0(



( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

, 0,0 , 0 0 ,

0,0 , 0 0, ,

a b a b a b

a b a b a b

∗ = − + =

∗ = + − =
   

  .ב

)קבוצת האיברים ההפיכים משמאל היא  ) { }{ },0 : 0a a ∈ ∪ℕ  

)מכיוון ש  ) ( ) ( )0, ,0 0, 0a a a a∗ = −  קבוצת ההפיכים משמאל לא חבורה מכיוון שהאיברים ההופכים +

). אינם בקבוצה )0, aלא נמצא בקבוצה האיברים ההפיכים משמאל .  

1תהיינה  .8 2,H H תת חבורות של G . 1הוכח כי 2H H∪ תת חבורה של G אם ורק אם 

1 2H H⊆  2או 1H H⊆. 

  פתרון

1 נתון ש ⇒ 2H H⊆ 2 או 1H H⊆ .1כ ש  .ג.ה.נניח ב 2H H⊆ 1 ואז 2 2H H H∪  תת 2H נתון ש =

1 ולכן Gחבורה של  2H H∪ תת חבורה של G.  

⇐  

1נניח ש  2H H∪ תת חבורה של G.  

  .1H לא מוכל ב 2H וגם 2Hב  לא מוכל 1Hנניח בשלילה ש 

1א קיים "ז 2a H a H∈ ∧ 2 וכן קיים ∌ 1b H b H∈ ∧ 1 נשים לב ש ∌ 2,a b H H∈  מכיוון ש ∪

1 2H H∪1רה אז  תת חבו 2a b H H⋅ ∈ 1א " ז∪ 2ab H ab H∈ ∨ ∈.  

1אם 
1 1 1b H a ab H ab H−∈ ⇐ ∈ ⇐   . וקיבלנו סתירה∋

1אם 
2 1 2a H abb H ab H−∈ ⇐ ∈ ⇐   . וקיבלנו סתירה∋

1ולכן   2H H⊆ 2 או 1H H⊆. 

 
 רשמו את טבלת הכפל שלה ומצאו את כל תתי החבורות 10Uרשמו את כל האיברים שבחבורה  .9

 .שלה
  פתרון

( ){ }10 10 1 10,gcd ,10 1U a a a= ∈ ≤ ≤ =ℤא " ז{ }10 1,3,7,9U =  

  לוח הכפל
9  7  3  1    
9  7  3  1  1  

7  1  9  3  3  
3  9  1  7  7  
1  3  7  9  9  

  

}: תתי החבורות הם } { }1 , 1,9.  

  

n תהיי .10 nA ×∈ℝ 1 מטריצה כך שn } נגדיר < }n n
AV B AB BA×= ∈ =ℝ האם AVאגודה  ,

 .הוכח את תשובתך. חבורה או חבורה אבלית, מונואיד
  פתרון

nתהיי  nA ×∈ℝ 1 מטריצה כך שn >.  
  סגירות



,יהיו  AB C V∈א " זAB BA AC CA= ∧ =.  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )A BC AB C BA C B AC B CA BC A= = = = ABCולכן , = V∈.  

  אסוציאטיביות
  .נובע מאסוציאטיביות בכפל מטריצות

  איבר יחידה

AIמכיוון ש  IA= נקבל ש AI V∈ ולכל מטריצה n nB ×∈ℝ מתקיים B BI IB= AB ובפרט לכל = V∈ 

Bמתקיים  BI IB=   . איבר יחידהI ולכן =
  קיום הופכי

  . אבל אין לה הופכיAVמטריצת האפס שייכת ל .  קיים הופכיAVלא לכל מטריצה ב 

  

  . היא מונואידAVהקבוצה 

 
  

e מסדר סופי כל Gהוכח כי בחבורה  .11 a G≠  . הוא מסדר סופי∋
  פתרון

m מסדר סופי קיימים G מכיוון ש n≠ ∈ℕ כך ש m na a=כ ש .ג.ה. נניח בn m< . מכיוון שG חבורה 

1aקיים  G− 1a כך ש ∋ a e−⋅ = ( ) ( )1 1n nm na a a a e− −⋅ = ⋅ mא " ז= na e−   . מסדר סופיa ולכן =

 
 . ציקלית9U לא ציקלית והחבורה 8Uהוכח שהחבורה  .12

  פתרון

{ }8 1,3,5,7U =  

  : יוצר8Uכל אחד מאברי שנביט בתת החבורות 

{ } { } { } { }1 1 , 3 1,3 , 5 1,5 , 7 1,7= = = =.  

  . לא ציקלית8Uאף אחד מאיברי הקבוצה לא יוצר אותה ולכן 

{ }9 1,2, 4,5,7,8U } נשים לב ש = }2   . חבורה ציקלית9U ולכן 9U את  יוצר2א " ז=2,4,8,7,5,4

  תרגיל בונוס
6הוכח שיש אינסוף ראשוניים מהצורה  1n יש דמיון עם הוכחת אוקלידס לקיומם של אינסוף : הדרכה. −

  .מספרים ראשוניים
  : פתרון

  )טריוויאלי(שלב א 

  :מהטיפוסים הבאים) ורק אחד(לם הוא אחד   כל מספר ש

6 , 6 1, 6 2, 6 3, 6 4, 6 5n n n n n n n+ + + + + ∈ℤ  

6 הוא מהטיפוס 3זוגי הגדול מ -  איראשונילכן כל  1n 6  או + 1n −    

6}כמובן    ( 5} {6 1}n nn n∈ ∈+ = −
ℤ ℤ

.(  

  )לא טריוויאלי(שלב ב 

  ). אוקלידס(לב ב דומה להוכחה של העובדה שיש אינסוף מספרים ראשוניים רעיון בהוכחה של ש: הערה



,1נניח בשלילה שיש מספר סופי :  תזכורת , mp p⋯אז מוגדרת מכפלה סופית .  ראשוניים

1 1ma p p= 1ניקח פירוק  . ⋯− ra q q= מכאן . ל"הנip שווה לאחד מ jqאזי כל.  דרך ראשוניים⋯

  .  סתירה, 1ip|נקבל 

  

,1נניח בשלילה שיש מספר סופי  , mp p⋯6 ראשוניים מהטיפוס 1n − .  

16ניקח מספר טבעי  1ma p p= 6זוגי  מהטיפוס - מספר טבעי איaאז .  ⋯− 1n −   

1ipכך ש   a i m< ∀ ≤ ≤ .  

1בפירוקו   ra q q=  3אפשר גם להניח שהם גדולים מ . זוגיים- דרך ראשוניים יש רק ראשוניים אי⋯

  ). הסתיר, 1 מחלק את 3אחרת (

,1לפי שלב א  כל  , rq q⋯ 6 הוא מהטיפוס 1n 6  או − 1n +  .  

6 מהטיפוס jqיש ביניהם : 1מקרה  1n − .  

ip|אבל זה גורר  . ל"הנip שווה לאחד מ jqאזי  a 1|ואז נקבלip)  16כי 1ma p p= סתירה ,  )⋯−

!  

,1כל הגורמים :  2מקרה  , rq q⋯ 6 הם מהטיפוס 1n 1אבל אז גם המכפלה . + ra q q= .  מאותו טיפוס⋯

6 מהטיפוס aא קבלנו ש "ז 1n 6 מהטיפוס aאבל זה בסתירה עם העובדה ש  . + 1n −.  

 
 

  


