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   פ"אתש 2אינפי  88-133 –  מועד א' מבחן פתרון 

 . 100יעוגל ל  100נק', ענו על כל השאלות. כל ציון מעל  22חומר עזר: מחשבון פשוט בלבד. משקל כל שאלה 

 מרצה: ד"ר ארז שיינר.  משך המבחן: שלוש שעות.

 חשבו את האינטגרלים הבאים:  .1

∫ . א
2𝑥2+1

(𝑥+2)3
𝑑𝑥 

 ו שבר חלקי. וזה איניה רציונאלית, דרגת המונה קטנה מדרגת המכנה, זו פונקצ

 לכן עלינו לפרק לשברים חלקיים, במקרה זה במקום לפרק באופן קלאסי אעשה טריק: 

2𝑥2 + 1

(𝑥 + 2)3
=
2𝑥2 + 8𝑥 + 8 − 8𝑥 − 7

(𝑥 + 2)3
=
2(𝑥 + 2)2 − 8𝑥 − 16 + 9

(𝑥 + 2)3
=
2(𝑥 + 2)2 − 8(𝑥 + 2) + 9

(𝑥 + 2)3
 

 כ ולכן סה"
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(𝑥 + 2)3
=

2

𝑥 + 2
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(𝑥 + 2)2
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9

(𝑥 + 2)3
 

 ינטגרל הוא עת הא וכ

∫
2𝑥2 + 1

(𝑥 + 2)3
𝑑𝑥 = 2 ln|𝑥 + 2| +
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𝑥 + 2
−

9

2(𝑥 + 2)2
+ 𝐶 

𝑥√1∫ . ב + 𝑥2𝑑𝑥 
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2
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3
(1 + 𝑥2)

3
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 האינטגרלים הבאים מתכנסים: קבעו האם  .2

∫ . א
𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥

∞

0
 

 אפשר לפתור את התרגיל עם מבחן ההשוואה, או עם חישוב ישיר. נבצע את החישוב הישיר 

∫
𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥 = ∫𝑥𝑒−𝑥𝑑𝑥 = {

𝑓′ = 𝑒−𝑥 𝑔 = 𝑥

𝑓 = −𝑒−𝑥 𝑔′ = 1
} = −𝑥𝑒−𝑥 +∫𝑒−𝑥𝑑𝑥 = −𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥 = −𝑒−𝑥(𝑥 + 1) = −

𝑥 + 1

𝑒𝑥
 

∫
𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥

∞

0

= lim
𝑡→∞

∫
𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥

𝑡

0

= lim
𝑡→∞

[−
𝑡 + 1

𝑒𝑡
+ 1] = 1 

 לכן האינטגרל מתכנס. 

  



∫ . ב
ln(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥

∞

1
 

 גם כאן ניתן להשתמש במבחן ההשוואה או בחישוב ישיר, ואנחנו נבצע חישוב ישיר. 

∫
ln(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥 = {

𝑓′ =
1

𝑥2
𝑔 = ln(𝑥)

𝑓 = −
1

𝑥
𝑔′ =

1

𝑥

} = −
ln(𝑥)

𝑥
+∫

1

𝑥2
𝑑𝑥 = −

ln(𝑥)

𝑥
−
1

𝑥
= −

ln(𝑥) + 1

𝑥
 

∫
ln(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥

∞

1

= lim
𝑡→∞

∫
ln(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥

𝑡

1

= lim
𝑡→∞

[−
ln(𝑡) + 1

𝑡
+ 1] = 1 

 ולכן האינטגרל מתכנס. 

 ור את התרגיל: דרך נוספת לפת

∫
ln(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥

∞

1

=

{
 
 

 
 
𝑡 = ln(𝑥)

𝑑𝑡 =
1

𝑥
𝑑𝑥

1 ≤ 𝑥 ≤ ∞
0 ≤ 𝑡 ≤ ∞
𝑥 = 𝑒𝑡 }

 
 

 
 

= ∫
𝑡

𝑒𝑡
𝑑𝑡

∞

0

= 1 

 הגענו בדיוק לאינטגרל מסעיף א'. 

 

𝑓𝑛(𝑥)קבעו עבור סדרת הפונקציות   .3 = (ln(𝑥))
𝑛  :אם היא מתכנסת במידה שווה בכל אחת מן התחומים הבאים 

𝐴 . א = (1, 𝑒) 

0בתחום זה מתקיים כי   < ln(𝑥) <  ולכן   1

lim
𝑛→∞

(ln(𝑥))𝑛 = 0 

 נחשב את סדרת החסמים 

𝑑𝑛 = sup
1<𝑥<𝑒

|(ln(𝑥))𝑛 − 0| = 1 

limזה כיוון ש  
𝑥→𝑒

(ln(𝑥))𝑛 = 1𝑛 =  ומדובר בפונקציה חיובית ועולה.  1

 ת הפונקציות אינה מתכנסת במ"ש בתחום. סדרת לאפס, וסדרת החסמים כמובן אינה שואפ

𝐵 . ב = (
1

√𝑒
, 1) 

−בתחום זה מתקיים כי  
1

2
< ln(𝑥) <  ולכן  0

lim
𝑛→∞

(ln(𝑥))𝑛 = 0 

 נחשב את סדרת החסמים 



𝑑𝑛 = sup

𝑒
−
1
2<𝑥<1

|(ln(𝑥))𝑛 − 0| =
1

2𝑛
 

limעולה(, וכן  שלילית ו  ln(𝑥))הרי    יורדתהיא פונקציה מונוטנית  ln(𝑥)|𝑛|זאת כיוון ש  
𝑥→𝑒

−
1
2

| ln(𝑥) |𝑛 =
1

2𝑛
 

 הפעם סדרת החסמים כן שואפת לאפס, וסדרת הפונקציות מתכנסת במ"ש בתחום זה. 

 

,𝑎]פונקציה בעלת נגזרת רציפה בקטע   𝑓תהי   .4 𝑏]  לכל חלוקה .𝑃 = {𝑥0, … , 𝑥𝑛}   של הקטע[𝑎, 𝑏]  נגדיר את 

𝐷(𝑓, 𝑃) =∑
𝑓2(𝑥𝑖) − 2𝑓(𝑥𝑖)𝑓(𝑥𝑖−1) + 𝑓

2(𝑥𝑖−1)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1

𝑛

𝑖=1

 

𝜆(𝑃𝑛)היא סדרת חלוקות עבורה   𝑃𝑛הוכיחו כי אם   . א → ,𝐷(𝑓, מתקיים כי  0 𝑃𝑛) → ∫ (𝑓′(𝑥))
2
𝑑𝑥

𝑏

𝑎
 

𝐷(𝑓, 𝑃) =∑
(𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1))

2

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1

𝑛

𝑖=1

=∑(
𝑓(𝑥𝑖) − 𝑓(𝑥𝑖−1)

𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1
)

2

(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

 

𝑥𝑖−1קיימת   𝑖לפי משפט לגראנז', לכל   < 𝑐𝑖 < 𝑥𝑖   כך ש𝑓′(𝑐𝑖) =
𝑓(𝑥𝑖)−𝑓(𝑥𝑖−1)

𝑥𝑖−𝑥𝑖−1
 

 ולכן 

𝐷(𝑓, 𝑃) =∑(𝑓′(𝑐𝑖))
2
(𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1)

𝑛

𝑖=1

= 𝑆𝑅(𝑓
′2, 𝑃, 𝐶) 

,𝐷(𝑓כלומר   𝑃)   הוא סכום רימן של𝑓′2   על החלוקה𝑃   עם בחירת הנקודות𝐶 = {𝑐1, … , 𝑐𝑛} 

וקה שואף לאפס )היא  אשר פרמטר החל , ולכן סכומי הרימן מתכנסים לאינטגרל המסויים שלה כ𝑓′2כך גם  רציפה,  ′𝑓כיוון ש 

 , וזה בדיוק מה שנדרשנו להוכיח. אינטגרבילית( 

 שבו את גבול הסדרה הבאה: ח . ב

𝑎𝑛 =∑𝑛(sin2 (
𝑘

𝑛
) − 2 sin (

𝑘

𝑛
) sin (

𝑘 − 1

𝑛
) + sin2 (

𝑘 − 1

𝑛
))

𝑛

𝑘=1

 

𝑎𝑛נשים לב כי   = 𝐷(𝑓, 𝑃𝑛)   כאשר𝑓(𝑥) = sin(𝑥)   וכן𝑃𝑛 = {0,
1

𝑛
,
2

𝑛
, …  [0,1]חלוקה של הקטע   {1,

𝜆(𝑃𝑛) =
1

𝑛
→ 𝑎𝑛לפי סעיף קודם    ולכן 0 → ∫ cos2(𝑥)𝑑𝑥

1

0
 

cos2(𝑥) כעת =
1+cos(2𝑥)

2
 ולכן 

∫ cos2(𝑥)𝑑𝑥
1

0

=
1

2
∫ (1 + cos(2𝑥) 𝑑𝑥
1

0

=
1

2
[𝑥 +

1

2
sin(2𝑥)]

0

1

=
1

2
+
sin(2)

4
 

 



 . [0,1)אינה חסומה בקטע   ′𝑓, כך שהנגזרת  [0,1)נגזרת רציפה בקטע  בעלת  𝑓תהי   .5

∫האינטגרל   הוכיחו/הפריכו:  . א 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥
1

0
 .מתכנס 

𝑓(𝑥)בור הפונקציה  ע = ln(𝑥)   מתקיים כי הנגזרת שלה𝑓′(𝑥) =
1

𝑥
 איך אינה חסומה שם.  [0,1)ה ב רציפ 

∫האינטגרל  
1

𝑥
𝑑𝑥

1

0
 מתבדר, ולכן זו הפרכה. 

∫אזי   [0,1]רציפה בקטע   𝑓אם   וכיחו/הפריכו: ה . ב 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥
1

0
= 𝑓(1) − 𝑓(0) . 

 : לפי ההגדרהכיוון שהנגזרת אינה חסומה בקטע, מדובר באינטגרל לא אמיתי. 

∫ 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥
1

0

= lim
𝑡→0+

∫ 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑡

 

,𝑡]רציפה בקטע   ′𝑓כיוון ש    ן לייבניץ שם ולפי נוסחאת ניוטו היא אינטגרבילית  [1

∫ 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥
1

𝑡

= 𝑓(1) − 𝑓(𝑡) 

 ביחד,  

∫ 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥
1

0

= lim
𝑡→0+

[𝑓(1) − 𝑓(𝑡)] 

 ן ולכ [0,1]ב  רציפה 𝑓; אך כעת נתון לנו כי  עד כה, כל זה היה נכון גם בסעיף א' 

lim
𝑡→0+

𝑓( 𝑡) = 𝑓(0) 

 סה"כ ו

∫ 𝑓′(𝑥)𝑑𝑥
1

0

= 𝑓(1) − 𝑓(0) 

 


