
 . בקישור הבא פתרון המבחן 

 

 

lim
𝑥→0

𝑥(𝑒𝑥 + 1) − 2(𝑒𝑥 − 1)

𝑥3
= {
0

0
, 𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙} = lim

𝑥→0

𝑒𝑥 + 1 + 𝑥𝑒𝑥 − 2𝑒𝑥

3𝑥2
= lim
𝑥→0

𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 + 1

3𝑥2
= {
0

0
, 𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙} = 

= lim
𝑥→0

𝑒𝑥 + 𝑥𝑒𝑥 − 𝑒𝑥

6𝑥
=
𝑒𝑥

6
=
1

6
 

 

 

lim
𝑥→∞

(√𝑥3 (1 +
2

𝑥2
)

3

−√𝑥2 (1 −
2

𝑥
)) = lim

𝑥→∞
𝑥 (√1 +

2

𝑥2

3

−√1 −
2

𝑥
) = {∞ ⋅ 0} =? 

 שיטה זו של הוצאת הגורם המשמעותי לא ממש עזרה. 

 ך הגבול: נפתח קצת )הרבה( את הביטוי בתו

√𝑥3 + 2𝑥
3

−√𝑥2 − 2𝑥 =
√(𝑥3 + 2𝑥)2
3

− (𝑥2 − 2𝑥)

√𝑥3 + 2𝑥
3

+ √𝑥2 − 2𝑥
 

 לומר , כ3הפעם נכפול ונחלק בצמוד שנותן חזקת 

(𝑎 − 𝑏)(𝑎2 + 𝑎𝑏 + 𝑏2) = 𝑎3 − 𝑏3 

 

√(𝑥3 + 2𝑥)2
3

− (𝑥2 − 2𝑥)

√𝑥3 + 2𝑥
3

+ √𝑥2 − 2𝑥
=

(𝑥3 + 2𝑥)2 − (𝑥2 − 2𝑥)3

(√𝑥3 + 2𝑥
3

+ √𝑥2 − 2𝑥)(√(𝑥3 + 2𝑥)4
3

+ √(𝑥3 + 2𝑥)2
3

(𝑥2 − 2𝑥) + (𝑥2 − 2𝑥)2)
= 

=
𝑥6 + 4𝑥4 + 4𝑥2 − (𝑥4 − 4𝑥3 + 4𝑥2)(𝑥2 − 2𝑥)

(√𝑥3 (1 +
2
𝑥2
)

3

+√𝑥2 (1 −
2
𝑥))(

√𝑥12 (1 +
2
𝑥2
)
43

+ √𝑥6 (1 +
2
𝑥2
)
23

𝑥2 (1 −
2
𝑥) + 𝑥

4 (1 −
2
𝑥)
2

)

= 

=
𝑥6 + 4𝑥4 + 4𝑥2 − (𝑥6 − 2𝑥5 − 4𝑥5 + 4𝑥4 + 4𝑥4 − 8𝑥3)

𝑥 (√1 +
2
𝑥2

3

+√1 −
2
𝑥)𝑥

4 (√(1 +
2
𝑥2
 )
43

+ √(1 +
2
𝑥2
)
23

(1 −
2
𝑥) + (1 −

2
𝑥)
2

)

= 

=
𝑥5 (6 −

8
𝑥 +

8
𝑥2
+
4
𝑥3
)

𝑥5 ((1 + 1)(1 + 1 + (משהו ששואף  ל (1
→𝑥→∞

6

6
= 1 

 ל ישר בצמוד של בשישית. הערה: היה אפשר מראש לכפו

(𝑎 − 𝑏)(𝑎5 + 𝑎4𝑏 + 𝑎3𝑏2 + 𝑎2𝑏3 + 𝑎𝑏4 + 𝑏5) = 𝑎6 − 𝑏6 

 

 

https://math-wiki.com/images/6/67/%D7%90%D7%99%D7%A0%D7%A4%D7%99_1_-_%D7%9E%D7%95%D7%A2%D7%93_%D7%90%27_%D7%AA%D7%A9%D7%A2%D7%92.pdf


 

 נעזר בשני טורים 

∑
(−1)𝑛𝑛

𝑛2
=∑

(−1)𝑛

𝑛
 

 הוא מתכנס בתנאי. 

∑
sin(𝑛2)

𝑛2
 

בערך מוחלט מתקיים כי  
|sin(𝑛2)|

𝑛2
≤

1

𝑛2
 ן הטור מתכנס בהחלט. ולכ 

 

 ר כולו מתכנס. סכום של מתכנסים הוא מתכנס, ולכן הטו

הטור פחות הטור השני היה מתכנס בהחלט כצירוף של מתכנסים בהחלט,  היה מתכנס בהחלט, אז גם בשאלה אם הטור  ,  ל אב

 רות שהוא מתכנס בתנאי. מם שהטור הראשון ששווה להפרש הטורים היה מתכנס בהחלט לנו מקבליוהיי

 

 תנאי. סה"כ הטור מתכנס ב 

 

 דרך נוספת להראות מדוע הטור אינו מתכנס בהחלט 

|(−1)𝑛
𝑛 + sin(𝑛2)

𝑛2
| =

𝑛 + sin(𝑛2)

𝑛2
 

∑זה חבר של  
1

𝑛
 ולכן מתבדר.  

 

 

 נהמבחן המפעיל את נ

((𝑛 + 1)!)
2

(2(𝑛 + 1))! 
⋅
(2𝑛)!

(𝑛!)2
=

(𝑛 + 1)2

(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 2)
→
1

4
< 1 

 ולכן הטור מתכנס בהחלט. 

 

 

 שוב נפעיל מבחן המנה 

(𝑛 + 1)𝑛+1

((𝑛 + 1)!)!
⋅
(𝑛!)!

𝑛𝑛
= (𝑛 + 1) ⋅ (

𝑛 + 1

𝑛
)
𝑛

⏟      
→𝑒

⋅
(𝑛!)!

((𝑛 + 1)!)!
→ 0 

 ה הבאה: המעבר האחרון מוכח בשור



(𝑛 + 1)(𝑛!)!

((𝑛 + 1)!)!
=

(𝑛 + 1) ⋅ 1 ⋅ 2⋯𝑛!

1 ⋅ 2⋯𝑛! ⋅ (𝑛! + 1)⋯((𝑛 + 1)!)
=

𝑛 + 1

(𝑛! + 1)⋯((𝑛 + 1)!)
=

1

(𝑛! + 1)⋯ ((𝑛 + 1)! − 1)(𝑛!)
→ 0 

 

 הטור מתכנס בהחלט.  1טן מכיוון שהמנה שאפה לאפס שק

 

 

 

 (? היה רציפה )לפי הציור כיצד היא ת

 

 ? (כיצד היא תהיה גזירה )לפי הציור 

 

 



 ף פעמים(. זירה אינסוגת התפר, הפונקציה רציפה ו בכל נקודה פרט לנקוד

 

 צריך שהגבול מימין יהיה שווה לגבול משמאל ושווה לערך בנקודה. לצורך רציפות 

𝑓(𝑥) = {
2𝑥2 𝑥 > 1
𝑎𝑥 + 𝑏 𝑥 ≤ 1

 

lim
𝑥→1−

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1−

𝑎𝑥 + 𝑏 = 𝑎 + 𝑏 

lim
𝑥→1+

𝑓(𝑥) = lim
𝑥→1+

2𝑥2 = 2 

𝑓(1) = 𝑎 + 𝑏 

 בשביל רציפות צריך ש 

𝑎 + 𝑏 = 2 

 

𝑎, ובכל מקרה חייבים לפחות רציפות ולכן נדרוש  יהיה קיים וסופיצריך שגבול שיפועי המיתרים  בשביל גזירות  + 𝑏 = 2 . 

𝑓′(1) = lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) − 𝑓(1)

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1

𝑓(𝑥) − 2

𝑥 − 1
 

ו  יהידיים של שיפועי המיתרים , אנחנו צריכים ששני הגבולות החד צד𝑓(𝑥)נחשב גבולות מימין ומשמאל על מנת לדעת למה שווה  

 ם, סופיים ושווים. קיימי

lim
𝑥→1−

𝑎𝑥 + 𝑏 − 2

𝑥 − 1
= {
0

0
, 𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙} = lim

𝑥→1−

𝑎

1
= 𝑎 

lim
𝑥→1+

2𝑥2 − 2

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1+

2(𝑥 + 1) = 4 

 בשביל גזירות צריך: 

1. 𝑎 + 𝑏 = 2 

2. 𝑎 = 4 

 על מנת לבדוק את הנגזרת השנייה, צריך קודם כל לרשום במסודר את הנגזרת הראשונה כפונקציה מפוצלת 

𝑓(𝑥) = {
4𝑥 𝑥 > 1
4 𝑥 = 1
4 𝑥 < 1

 

 של הנגזרת   מיתריםנחשב את גבול שיפועי ה

𝑓′′(1) = lim
𝑥→1

𝑓′(𝑥) − 𝑓′(1)

𝑥 − 1
= lim
𝑥→1

𝑓′(𝑥) − 4

𝑥 − 1
 

 י המיתרים דיים של שיפועחשב את הגבולות החד צדנ

lim
𝑥→1+

4𝑥 − 4

𝑥 − 1
= 4 

lim
𝑥→1−

4 − 4

𝑥 − 1
= 0 

 זירה פעמיים בנקודה לעולם. גשיפועי המיתרים בנקודה לא קיים, כי הגבולות החד צדדיים שונים, ולכן הפונקציה אינה  ולכן גבול 

 שנייה. הרי על מנת להיות גזירה פעמיים, צריך להיות גזירה לפחות פעם אחת, וזה קרה במקרה יחיד בו גילינו שאין נגזרת  



 

 

1

𝑛
∑𝑓(𝑥𝑘)

𝑛

𝑘=1

=
1

𝑛
(𝑓(𝑥1) + 𝑓(𝑥2) + ⋯+ 𝑓(𝑥𝑛)) =

𝑓(𝑥1) + ⋯+ 𝑓(𝑥𝑛)

𝑛
 

…,𝑓(𝑥1)}נסמן שהמקסימום מבין   , 𝑓(𝑥𝑛)}  מתקבל ב𝑓(𝑥𝑖)  והמינימום ב𝑓(𝑥𝑗) 

𝑓(𝑥𝑗) =
𝑓(𝑥𝑗) + ⋯ .+𝑓(𝑥𝑗)

𝑛
≤
𝑓(𝑥1) + ⋯+ 𝑓(𝑥𝑛)

𝑛
≤
𝑓(𝑥𝑖) +⋯+ 𝑓(𝑥𝑖)

𝑛
= 𝑓(𝑥𝑖) 

 

 בה  𝑥𝑗ל  𝑥𝑖בקטע שבין   𝑐לפי משפט ערך הביניים, קיימת נקודה  

𝑓(𝑐) =
𝑓(𝑥1) + ⋯+ 𝑓(𝑥𝑛)

𝑛
 

 

 הסבר: 

ℎ(𝑥) = 𝑓(𝑥) −
𝑓(𝑥1) + ⋯+ 𝑓(𝑥𝑛)

𝑛
 

ℎ(𝑥𝑖) = 𝑓(𝑥𝑖) −
𝑓(𝑥1) + ⋯+ 𝑓(𝑥𝑛)

𝑛
≥ 0 

ℎ(𝑥𝑗) = 𝑓(𝑥𝑗) −
𝑓(𝑥1) + ⋯+ 𝑓(𝑥𝑛)

𝑛
≤ 0 

 

 

 

 


