
 

    7 תרגיל – לטופולוגיה מבוא

 

 בטופולוגיה קשירה ) םרציונליי-איאם קבוצת המספרים הה .1

 ? (ℝ -המושרת מ

 

𝕀 נסמן פתרון: = ℝ − ℚ  ,𝑈 = (−∞, 0) ∩ 𝕀 ו-  𝑉 = (0, ∞) ∩ 𝕀 

 .(םרציונלייהקבוצת המספרים  - ℚכאשר )

 . וחוץ מזה:(ℝ -המושרת מבטופולוגיה )𝕀 -פתוחות ב 𝑉 -ו 𝑈 אזי

𝑈 ∪  𝑉 = ((−∞, 0) ∩ 𝕀) ∪ ((0, ∞) ∩ 𝕀) = (ℝ − {0}) ∩ 𝕀 = 𝕀 

 ו קשיר לפי ההגדרה.אינ 𝕀 לכן

  

𝑋  יהי  .2 = {𝑎, 𝑏}  ו-  (𝑋, 𝜏) ולא טריוויאלי פולוגי קשירומרחב ט. 

 י הזה.המקימות את התנא  𝜏 ת וופולוגיכל הט צאומ

 פתרון:

,∅} היא : 𝑋קבוצות של -של כל התת הקבוצ 𝑋, {𝑎}, {𝑏}}. 

 - המבוקשת טופולוגיה. לפי התנאח שלנו ה𝑋-ו ∅כל טופולוגיה מכילה 

 .{𝑏}או  {𝑎} ליחייבת להכ -ת טריוויאלי הלא

הזה היא היתה היא לא יכולה: כי במקרה  {𝑏}וגם  {𝑎}להכיל גם 

: תורק שתי אפשרוי ו! נשאררילא קשהיה  מרחבדיסקרתית ולכן ה

𝜏1 =  {∅, 𝑋, {𝑎}} ו- 𝜏2 =  {∅, 𝑋, {𝑏}}. 

 קל לבדוק ששתיהן באמת טופולוגיות. 

,𝑋) יםמרחבה 𝜏1), (𝑋, 𝜏2) כי אפרות היחידה לפצל  יםקשיר𝑋 לתת-

𝑋קבוצות לא ריקות היא  = {𝑎} ∪ {𝑏}י הטופולוגית ת. אבל בש

{𝑎}, {𝑏} זמנית. ת בולא פתוחו 

𝜏1: שובהת =  {∅, 𝑋, {𝑎}} ו- 𝜏2 =  {∅, 𝑋, {𝑏}}. 

 



𝐿יהי    .3 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|𝑥  = 𝑦  }  . 

 מסילתית קשירהקבוצה   𝐿 -ש חויהוכ (א
 :בהקדםנשתמש בה כאן וגם ם טענה שדונוכיח ק

 

 טענה

𝐴הי י ⊆ ℝ  ב (סגור או חצי סגור חופת) קטע-  ℝ אוℝ יהיו  .לווכ

,𝜑1שתי פונקציות  𝜑2: 𝐴 → ℝ   .הי פונקציה תרציפות𝑓: 𝐴 →

ℝ2  מוגדרת כך ש- 𝑓(𝑡) = (𝜑1(𝑡), 𝜑2(𝑡)). 

 גיות ולולטופביחס  –כל הרציםויות פה ) נקציה רציפה.פו 𝑓 אזי

 (תואוקלידיההרגילות=

 הכחת הטענה

הן מטריקות  ℝ2-ב ∞𝑑מטריקה וה האוקלידית נזכיר שמטריק

ה בזות ה הרגילה. לכן בהוכגיולוטופשקולות, ז''א, יוצרות אתה ה

  .∞𝑑נבחר לבחור כל מתריקה משתיים האלה.  יםוליכ חנואנ

 :אזי .ℝ -,כמובן, מטריקה המושרת מ 𝐴 -ב

lim-כך ש𝐴 -בסדרה   𝑡𝑛תהי 
𝑛→∞ 

𝑡𝑛 = 𝑡 .  

lim  אז
𝑛→∞ 

𝜑1(𝑡𝑛) = 𝜑1(𝑡)  ו- lim
𝑛→∞ 

𝜑2(𝑡𝑛) = 𝜑2(𝑡)  

,𝜑1כי  𝜑2  .מזה נובע רציפות: 

  𝑑(𝜑1(𝑡𝑛), 𝜑1(𝑡)) → 0 ⋀  𝑑(𝜑2(𝑡𝑛), 𝜑2(𝑡)) → 0  

 ת במרחבים מטריים.והרציפות פונקצי וןילפי קריטר   

 :גורר ידיזה מ

 max{𝑑(𝜑1(𝑡𝑛), 𝜑1(𝑡)), 𝑑(𝜑2(𝑡𝑛), 𝜑2(𝑡))} → 0  

 :אבל



 

max{𝑑(𝜑1(𝑡𝑛), 𝜑1(𝑡)), 𝑑(𝜑2(𝑡𝑛), 𝜑2(𝑡))} =

max{|𝜑1(𝑡𝑛) − 𝜑1(𝑡)|, |𝜑2(𝑡𝑛)−𝜑2(𝑡)|} =

𝑑∞ ((𝜑1(𝑡𝑛), 𝜑2(𝑡𝑛)), (𝜑1(𝑡), 𝜑2(𝑡))) =

𝑑∞(𝑓(𝑡𝑛), 𝑓(𝑡))

 

 ז''א, קיבלנו :

 lim
𝑛→∞ 

𝑓(𝑡𝑛) = 𝑓(𝑡) ⇐ 𝑑∞(𝑓(𝑡𝑛), 𝑓(𝑡)) → 0 ⇐ lim
𝑛→∞ 

𝑡𝑛 = 𝑡 

 הטענה הוכחה. רציפה, מש''ל. 𝑓ולכן 

 

,𝑝1(𝑥1ו היי (א ת הוכח 𝑦1), 𝑝2(𝑥2, 𝑦2)  שתי נקודות שונות ב-𝐿. 

𝑥1 אזי = 𝑦1 ≠ 𝑥2 = 𝑦2.  

𝐴נגדיר  = [𝑥1, 𝑥2] ו- 𝜑1(𝑡) = 𝜑2(𝑡) = 𝑡  לכל𝑡 ∈ 𝐴. 

:𝑓הפונקציה  לפי הטענה 𝐴 → ℝ   

𝑓(𝑡) כאשר) = (𝜑1(𝑡), 𝜑2(𝑡)) = (𝑡, 𝑡) ) ו רציפה-

𝑓([𝑥1, 𝑥2] ⊆ 𝐿)ףסנו. אם נגדיר ב  𝑔: [0,1] → ℝ2 כאשר 

 𝑔(𝑥) = 𝑓(𝑥(𝑥2 − 𝑥1) + 𝑥1)ש , נראה- 𝑔 כהרכבת רציפה

𝑔([0,1]-ורציפות  = 𝑓([𝑥1, 𝑥2] ⊆ 𝐿. זה מוכיח ש- 𝐿 קשירה 

 , מש''ל.לפי ההגדרה מסילתית
 

 : וייה   (ב

 𝑈 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|𝑥  < 𝑦  }; 

 𝑉 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|𝑥  > 𝑦  } 

,𝑈 -ש  חויהוכ 𝑉 של המרחב  תורכיבי קשיר𝐿𝑐. 

 .הוחכה

  . שירה מסילתיתקקבוצה  𝑈 -ח שכיונ

,𝑝1(𝑥1 יוהי 𝑦1), 𝑝2(𝑥2, 𝑦2) ∈ 𝑈  ב נותושתי נקודות ש- 𝑈. 

:𝑓 נקציהופ אזי [0,1] → ℝ2  

𝑓(𝑡)כאשר  = (𝑥, 𝑦) = (𝑥1 + 𝑡(𝑥2 − 𝑥1), 𝑦1 + 𝑡(𝑦2 − 𝑦1))  



  .ותינטרדואוקהבין  רשפהב תבונןנ. (התענהלפי  רציפה )

𝑡אז נקבל לכל  ∈ [0,1]: 

 𝑦 − 𝑥 = 𝑦1 + 𝑡(𝑦2 − 𝑦1) − 𝑥1 − 𝑡(𝑥2 − 𝑥1) = 

𝑦1 − 𝑥1 + 𝑡(𝑦2 − 𝑥2 − 𝑦1 + 𝑥1) = 
(1 − 𝑡)(𝑦1 − 𝑥1) + 𝑡(𝑦2 − 𝑥2) > 0  

𝑓(𝑡)-מייד נובע ש המז ∈ 𝑈  לכל𝑡 ∈ שירה ק 𝑈אזי  .[0,1]

 , מש''ל.מסילתית

. אפשר להסיק שירה מסילתיתק 𝑉 -ים שחבאתה דרך מוכי קובדי

,𝑈 -מזה ש 𝑉פתוחות ב םגנזכיר שהן . (הרצאה) תוקבוצות קשיר-

 ℝ2 ולכן גם ב-𝐿𝑐 (ראינו בכיתה) . 

𝑈-כיוון ש ∪ 𝑉 = 𝐿𝑐 , ת ורכיב הקשיראם( במרחב𝐿𝑐  )את  המכיל

𝑈 ל שווה לא- 𝑈עם  א נחתךו, ה𝑉 לכן  תר לקשירותו.ושס𝑈  עצמו

עוד  .רכיב קשירות 𝑉  - תה לוגיקהובדיוק בא רכיב קשירות.

𝑈רכיבים אינם קיימים כי  ∪ 𝑉 = 𝐿𝑐.∎ 
 

 הוא  (זורגנפריי וא)רגנפריי ור של סשהי .זכורתת .4

,ℝ) ילוגופומרחב ט 𝜎)   ש כך- 𝜎מסוג: י אחודיםניכל ממורכבת מ 

⋃  

𝛼∈𝐼

 [𝑎𝛼, 𝑏𝛼) 

,𝑎𝛼-ו  כלשהי יםסקבוצת אינדק  𝐼כאשר   𝑏𝛼 ∈ ℝ. ( בדקנו פעם

 ( אכן טופולוגיה.תה שזאת יבכ

,ℝ)קשירות של האת כל רכיבי  מצאו 𝜎)   . 

𝑥  וייה .פתרון < 𝑦 ∈ ℝ  :נסמן .𝑧 =
𝑥+𝑦

2
,  

 𝑉 = [𝑧, ∞)  ,.   𝑈 = (−∞, 𝑧)  אזיℝ = 𝑈 ∪ 𝑉 ם:אפשר לרשוו 

𝑈 = ⋃  

𝑛∈ℕ

 [𝑧 − 𝑛, 𝑧) ;  𝑉 = ⋃  

𝑛∈ℕ

 [𝑧, 𝑧 + 𝑛) 

 :עובומזה נ



𝑈, 𝑉 ∈ 𝜎  -  לפי הגדרת𝜎. 

 𝑥 ∈ 𝑈, 𝑦 ∈ 𝑉   ,רר גם ושג 𝑈 ≠ ∅, 𝑉 ≠ ∅. 

,𝑥זות אומרת הפרדנו נקודות  𝑦 ידי שתי קבוצות פתוחות  על

ות קודנ י. לכן שת ℝ -לו ת זו את זבטופולוגית סורגנפריי ומשלימו

 לא  ט, ובפרלקבוצה קשירה אחת היות שייכותלשונות לא יכולות 

אזי כל רכיב קשירות . רכיב קשירותבאותו   מוכלותהיות ליכולות 

 .יםננקודו םה קשירותה ירכיב, ז''א רק נקודה אחתמכיל 

 

 אינם (האוקלידיתפולוגיה טהאם ) ℝ2 -ו ℝהוכיחו שהמרחבים  .5

 הומאומורפיים. 

:𝑖יזם רפאוקיים הומאומוש-בשלילה  - . נניח הוכחה ℝ2 → ℝ. 

𝑋 :ןנסמ = ℝ2 − {(0,0)}  ,𝑝0 = 𝑖((0,0) ∈ ℝ  ו- 𝑌 = ℝ − {𝑝0}. 

:𝑖|𝑋 גם אזי 𝑋 → 𝑌 כי הומאומורפיזם:  

  פונקציה𝑖−1|𝑌: 𝑌 → 𝑋   חח'ע ועל ,רציפה (של  םוכצימצ𝑖−1) 

 ו- 𝑖|𝑋 ∘ 𝑖−1|𝑌 = 𝐼𝑑𝑌,    𝑖−1|𝑌 ∘ 𝑖|𝑋 = 𝐼𝑑𝑋. (םמיוצימצ) 

𝑌אבל  = (−∞, 𝑝0) ∪ (𝑝0,   אינו קשיר.  (∞

 . ריכן קש𝑋 -ח שרה מספיק להוכייקבל סתכדי ל

𝐿נתבונן בישר  = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|𝑥  = 𝑦 ישר וב  (3כמו בשאלה ) { 

′𝐿נוסף:  = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|𝑦  = −𝑥}  (!מומלץ לצייר).  

 :ב(  3-במן כמו נס

 𝑈 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|𝑥  < 𝑦  } 

 𝑉 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|𝑥  > 𝑦  }  

𝑈 -ונזכיר ש ∪ 𝑉 = 𝐿𝑐 = ℝ2 − 𝐿  :ושהוחך𝑈, 𝑉 שירים.ק םמרחבי 

 בנוסף:מן נס

 𝑈′ = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2| − 𝑥  < 𝑦  } 

 𝑉′ = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2| − 𝑥  > 𝑦  } . 

′𝑈: באותה לוגיקה ∪ 𝑉′ = 𝐿′𝑐
= ℝ2 − 𝐿′ ו- 𝑈′, 𝑉′ םמרחבי 

    שירים.ק



 :נסמן

 𝑊1 = 𝑈; 𝑊2 = 𝑊1 ∪ 𝑈′; 𝑊3 = 𝑊2 ∪ 𝑉; 𝑊4 = 𝑊3 ∪ 𝑉′. 

W1:(מומלץ לצייר!) אזי  ⊆ 𝑊2 ⊆ 𝑊3 ⊆ 𝑊4   ; 

 𝑈 = 𝑊1 - קשיר, 

 ⇐ 𝑊1 ∩ 𝑈′ ≠ ∅ 𝑊2  - (צאה האחרונהרהה) .קשיר 

⇐ 𝑊2 ∩ 𝑉 ≠ ∅ 𝑊3  - (צאה האחרונהרהה) .קשיר 

⇐ 𝑊3 ∩ 𝑉′ ≠ ∅ 𝑊4  - (צאה האחרונהרהה) .קשיר. 
 :אבל

𝑊4 = 𝑈 ∪ 𝑈′ ∪ 𝑉 ∪ 𝑉′ = (𝑈 ∪ 𝑉) ∪ (𝑈′ ∪ 𝑉′) = 

𝐿𝑐 ∪ 𝐿′𝑐
= (𝐿 ∩ 𝐿′)𝑐 = {(0,0)}𝑐 = 𝑋 

 .רהיסת .קשירמרחב 𝑋 -ז''א, הוחך ש


