
  6הרצאה 
  פונקציות

  הגדרה

)פונקציה היא שלשה סדורה  ), ,A B G , כאשר,A Bו ,  הן קבוצותG היא תת קבוצה של A B×) . שימו

xכך שלכל , )B ל A היא יחס מ Gלב ש  A∈ קיים y B∈המקיים ,  יחיד( ),x y G∈.  

  . תיקרא גרף הפונקציהG, ווח הפונקציה תיקרא טBהקבוצה ,  תיקרא תחום הפונקציהAהקבוצה 

)נסמן את תחומה ב .  פונקציהfתהיי  )D f ואת טווחה ב ( )Ra f.  

  דוגמה

] -הפונקציה  ] [ ] ( ) [ ]{ }( )41,1 , 0,6 , , 1,1f x x x= − ∈ −.  

) - התחום  ) [ ]1,1D f = −.  

) -הטווח  ) [ ]0,6Ra f =.  

) -הגרף  ) [ ]{ }4, 1,1x x x ∈ −.  

  הגדרה

)הקבוצה  ) ( ) ( ) ( ){ }Im : ,f y Ra f x D f x y G= ∈ ∃ ∈   . נקראת קבוצת התמונות של הפונקציה∋

): שימו לב ) ( )Im f Ra f⊆.  

)בדוגמה הקודמת  ) [ ]Im 0,1f =.  

  סימונים

) פונקציה f תהיי ), ,A B G במקרה זה נסמן :f A B→) .A הוא התחום של הפונקציה ו B הוא הטווח 

): שימו לב) של הפונקציה )Im f B⊆.  

)נסמן ב , f בתחום של xלכל  )f x את האיבר היחיד yכך ש ,  בטווח( ),x y G∈.  

  דוגמה

]בדוגמה הקודמת לכל  ]1,1x ∈ ) מתקיים − ) 4f x x= ו [ ] [ ]: 1,1 0,6f − →.  

  תרגיל

}תהיי  }1,0,1,2A = f:ותהיי , − A →ℝ הפונקציה ( ) 2f x x=) . 2ניתן לרשום גם|x x→(  

  .רשום את גרף הפונקציה בצורה מפורטת
  פתרון

( ) ( ) ( ) ( ){ }1,1 , 0,0 , 1,1 , 2,4G = ): שימו לב− ) { } ( ) ( ) { }Im 0,1, 4 , , 1,0,1, 2f D f Ra f= = = −ℝ.  

  שוויון פונקציות

f:נאמר שהפונקציות  A B→ ו :g C D→הן שוות אם :  

1 .A C=.  
2 .B D=.  

xלכל . 3 A∈ים  מתקי( ) ( )f x g x=.  

  דוגמאות

}הפונקציות  .1 } { } { } { }: 0,1 0,1, 2 , : 0,1 0,1f g→ ) כאשר → ) ( ) 2f x g x x=  הן פונקציות =

  .שונות מכיוון שהן בעלי טווחים שונים

} הפונקציות  .2 } { } { } { }: 0,1 0,1 , : 0,1 0,1f g→ ) כאשר → ) ( )4 2,f x x g x x=  . שוות=



  הגדרה

xיהיו , B ל A פונקציה מ fתהי  A∈ ו y B∈ כך ש ( )f x y= ,דהיינו ,( ),x y שייך לגרף של f .

  .fי " עy המקור של xול , fי " עx התמונה של yאנו נקרא ל 

  דוגמה

f:אם  →ℝ ℝך ש  כ( ) 4 1f x x=   .7 הם המקורות של 2,-2 ו  2 הוא התמונה של 7 אז −

  הגדרה

f:פונקציה  A B→ תיקרא פונקציה מ A על B ,אם , או בקיצור פונקציה עלimf B=.  

  תדוגמאו

1 .:f →ℝ ℝ כך ש ( ) 2 1f x x= a היא פונקציה על מכיוון שעבור + ∈ℝ נקבל ש 
1

2

a
f a

−  = 
 

.  

2 .:f →ℤ ℤ כך ש ( ) 2 1f x x= x היא לא על מכיוון שאין + ∈ℤ שעבורו ( ) 2f x =.  

3 .:f →ℝ ℤ כך ש ( ) 2 1f x x=  לא פונקציה מכיוון ש +
1

3
f  ∉ 
 

ℤ.  

  הגדרה

f:פונקציה  A B→ אם , )ע"חח( תיקרא פונקציה חד חד ערכית( ) ( )1 2 1 2x x f x f x= ⇐ =.  

  דוגמאות

1 .:f →ℝ ℝ כך ש ( ) 2 1f x x= ע מכיוון ש " היא פונקציה חח+

( ) ( )2 1 2 1 2 12 1 2 1f x f x x x x x= ⇒ + = + ⇒ =.  

2 .:f →ℝ ℝ כך ש ( ) 2f x x=ע מכיוון ש " לא פונקציה חח( ) ( )1 1f f− 1 אבל = 1− ≠.  

  הגדרה

f:תהיי  A B→ , ויהיו,D B C A⊆ ⊆.  

]שתסומן  (fי " עCהתמונה של  ]f C ( היא הקבוצה( ){ }f x B x C∈ ∈.  

]שתסומן  (fי " עDהתמונה ההפוכה של  ]1f D− ( היא הקבוצה( ){ }x A f x D∈ ∈.  

  דוגמאות

f:תהיי  .1 A B→ פונקציה כאשר { } { }1, 2,3, 4,5 , 1, 2,3, 4A B=   שעבורה מתקיים=

( ) ( ) ( ) ( ) ( )1 2 3 4, 4 2, 5 3f f f f f= = = =   : אז=

}. א } { }1 4f =  .  

}. ב } { }1,2 4f =  .  

}. ג } { }3 4f =  .  

}. ד }1 1f φ− =  .  

}. ה } { }1 4 1,2,3f − =  .  

}. ו } { }1 1, 4 1,2,3f − =  .  

  

2. [ ]f φ φ=. 

3. [ ]1f φ φ− =. 



  תרגיל

A,יהיו  Bקבוצות  ,:f A B→ 1 פונקציה ו 2,C C A⊆.  

  :הוכח

1אם   .א 2C C⊆ אז [ ] [ ]1 2f C f C⊆.  

]  .ב ] [ ] [ ]1 2 1 2f C C f C f C∪ = ∪. 

]  .ג ] [ ] [ ]1 2 1 2f C C f C f C∩ ⊆ ∩. 

  פתרון

1נניח ש   .א 2C C⊆ . יהיה[ ]1y f C∈1א קיים " זx C∈ כך ש ( )f x y= . 1נתון ש 2C C⊆ ולכן 

2x C∈ ומכיוון ש ( )f x y= נקבל ש [ ]2y f C∈.  

]נוכיח תחילה ש   .ב ] [ ] [ ]1 2 1 2f C f C f C C∪ ⊆ על פי הגדרת האיחוד . ∪

1 1 2 2 1 2C C C C C C⊆ ∪ ∧ ⊆ ] ומסעיף א ∪ ] [ ] [ ] [ ]1 1 2 2 1 2f C f C C f C f C C⊆ ∪ ∧ ⊆ ∪ 

]ומהגדרת האיחוד נקבל ש  ] [ ] [ ]1 2 1 2f C f C f C C∪ ⊆ ∪. 

]נוכיח כעת ש  ] [ ] [ ]1 2 1 2f C C f C f C∪ ⊆ ]נניח ש . ∪ ]1 2y f C C∈ א קיים " ז∪

1 2x C C∈ ) כך ש ∪ )f x y= . 1מכיוון ש 2x C C∈ 1 נקבל ש ∪ 2x C x C∈ ∨ 1x אם ∋ C∈ 

)אז מכיוון ש  )f x y=בל ש  נק[ ]1y f C∈ . 2אםx C∈ אז מכיוון ש ( )f x y= נקבל ש 

[ ]2y f C∈ .כ קיבלנו ש "סה[ ] [ ]1 2y f C y f C∈ ∨ ]א " ז∋ ] [ ]1 2y f C f C∈ ∪. 

1על פי הגדרת החיתוך   .ג 2 1 1 2 2C C C C C C∩ ⊆ ∧ ∩  ומסעיף א נקבל ש ⊇

[ ] [ ] [ ] [ ]1 2 1 1 2 2f C C f C f C C f C∩ ⊆ ∧ ∩ ]א " ז⊇ ] [ ] [ ]1 2 1 2f C C f C f C∩ ⊆ ∩. 

  דוגמאות
  :נתבונן בדוגמה הקודמת

{ } { } { } { } { }1 3 1 3 4f f fφ∩ = ⊂ ∩ =          .  

{ } { } { } { } { } { }1 1,2 1 4 1 1,2f f f f∩ = = = ∩                

  משפט

f: קבוצה סופית ו Aאם  A B→אז מספר איברי , ערכית- חד- קציה חד היא פונA אינו עולה על מספר 

  .Bאיברי 
  הוכחה

 אינו עולה Aלכן מספר איברי ,  אינו יכול להיות שליליBמספר איברי . 0מספר איבריה הוא ,  ריקהAאם 
  .Bעל זה של 

,...,1יהיו ,  אינה ריקהAאם  na aמכיוון ש .  כל איבריה השוניםfע" חח ,( ) ( )1 ,..., nf a f a הם n 

 אינו עולה על מספר איברי Aואכן מספר איברי ,  איבריםn לפחות Bלכן יש ב , Bאיברים שונים של 
B.  

  משפט

f:ו ,  קבוצה סופיתB,  קבוצהAאם  A B→ היא פונקציה מ A על B , אז מספר איבריA אינו נופל 

  .Bממספר איברי 
  הוכחה

A ריקה מכיוון שאם Aגם ,  ריקהBאם  φ≠ אז :f A B→ לא יכולה להיות פונקציה כי אם A φ≠ אז 

aקיים  A∈ ומכיוון ש B φ= לא קיים b B∈ כך ש ( ),a b G∈בסתירה להגדרת פונקציה .  



1 מספר איבריה ויהיו nיהי ,  אינה ריקהBאם  2, ,..., nb b bמזה השונים זה כל איבריה  .fלכן לכל ,  היא על

1 k n≤ ≤ ,{ }1
kf b−    אינה ריקה ולכן קיים { }1

k ka f b−∈    . נניח שi ja a=א " ז

{ } { }1 1
i i j ja f b a f b− −  ∈ ∧ ∈     ולכן ( ) ( )i i j jf a b f a b= ∧  פונקציה ומכיוון ש fמכיוון ש  =

i ja a= נקבל ש ( ) ( )i jf a f a=א " זi jb b= 1 ומכיוון ש 2, ,..., nb b b שונים זה מזה נקבל ש i j= , לכן

  . איבריםn לפחות Aיש ב 
  מסקנה

גם האחרת סופית ובעלת אותו מספר , ואחת משתי הקבוצות סופיות, B על Aע מ "אם יש פונקציה חח
  .איברים
  משפט

  :אז,  הן קבוצות סופיותB ו Aאם 

A. א B= ,ע מ "אם ורק אם קיימת פונקציה חחA על B.  

A נניח ש .ב φ≠ . A B≤ ,ע מ "קיה חחאם ורק אם קיימת פונצA ל B.  

B נניח ש .ג φ≠. A B≤ , אם ורק אם קיימת פונקציה מB על A.  

  הוכחה

Aאם   .א φ= אז הפונקציה:f φ φ→אם . ע ועל" היא חחA φ≠ , אז תהיי{ }1iA a i n= ≤ ותהיי   , ≥

{ }1iB b i n= ≤ f: הפונקציה ≥ A B→ 1 כל שלכל i n≤ ≤ ( )i if a b=ע מ " היא פונקציה חח

A על B.  

}תהיי . ג+ב }1iA a i n= ≤ } ותהיי ≥ }1iB b i m= ≤ m כאשר ≥ n≥. הפונקציה ( )i if a b= היא 

הפונקציה  . B ל Aע מ "חח
i n

n i m

≤
< ≤

      ( )
1

i
i

a
g b

a


= 


  .A על B היא פונקציה מ 

  הרכבת פונקציות
  הגדרה

f:יהיו  B C→ ,:g A B→ההרכבה .  פונקציותf g� היא פונקציה מ A ל C , המוגדרת לכלx A∈ 

)י "ע ) ( ) ( )( )f g x f g x=�.  

  דוגמה

{ } { } { }1, 2,3, 4 , 5,6,7 , 8,9,10,11A B C= = =.  

:g A B→י " מוגדרת ע( ) ( ) ( ) ( )1 2 5, 3 4 6g g g g= = = =.  

:f B C→י " מוגדרת ע( ) ( ) ( )5 6 8, 7 11f f f= = =.  

:f g A C→י " מוגדרת ע�( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )( )1 2 3 4 8f g f g f g f g= = = =� � � �.  

  הערה

f:קיבלנו פונקציה : שימו לב g A C→� כך שלכל x A∈ ( ) ( ) 8f g x xא לכל " ז�= A∈ קיבלנו 

  .ערך קבוע
  הגדרה

f:תהיי  A B→פונקציה  .f תיקרא קבועה אם קיים b B∈ כך שלכל x A∈ מתקיים( )f x b=.  

  דוגמה

f:בדוגמה הקודמת  g A C→היא פונקציה קבועה� .  

  



  המחשה

  
  משפט

  :כלומר. הרכבת פונקציות היא אסוציאטיבית

:יהיו  , : , :f A B g B C h C D→ → ): אזי.  פונקציות→ ) ( )h g f h g f=� � � �.  

  הוכחה
  .חילה שההרכבה מוגדרת ובשני המקרים נקבל את אותו תחום ואותו טווחנראה ת

( )h g f� :מכיוון ש : � , :g B C h C D→ ) אז → ) :h g B D→� ומכיוון ש :f A B→ אז 

( )( ) :h g f A D→� �.  

( )h g f� :מכיוון ש : � , :g B C f A B→ ) אז → ) :g f A C→� ומכיוון ש :h C D→ אז 

( )( ) :h g f A D→� �.  

xיהי  A∈ 
( )( )( ) ( ) ( )( ) ( )( )( )

( )( )( ) ( )( )( ) ( )( )( )
h g f x h g f x h g f x

h g f x h g f x h g f x

= =

= =

� � �

� � �

.   

 


