
 חבורות נורמליות-תת: 6תרגול 

 

של  תת חבורה נורמליתנקראת  אז  מתקיים  אם לכל חבורה ו תהי : הגדרה

Hבשיעור סומן כן ) י "והיא תסומן ע  G) .

 

 

: דוגמאות

. ח של חבורה אבלית היא נורמלית"תכל  .1
1ab ba aba b    מתקיים 4ולכן קל להראות שתנאי. 

 :להיות Gשל  המרכזנגדיר את  Gלכל חבורה  .2

  

(. שמתחלפים עם כל אברי  כלומר המרכז היא קבוצת כל האיברים )

) ש  1מראים כמו בדוגמא  )Z G G.  

תהי , :לדוגמא. ח היא נורמלית"לא כל ת .3
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.  לא תת חבורה נורמלית של  : טענה

 תהי  :הוכחה
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מתקיים שוב . 
2 id  1 ולכן   1 ולכן  .

 

  : (1)נחשב את ערכי  3, (2) 2, (3) 1     . כלומר
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כי לא מתקיים קריטריון ) לא תת חבורה נורמלית של  ולכן  .

 .(הנורמליות

Gלקחנו איבר , Gבחרנו חבורה לא אבלית ? 3את דוגמא " דרדסנו"איך  .4   נשים לב שאם . 2מסדר

  אזי לכל , היא נורמליתg G  מתקיים
1 { , }g g e      אבל אז בהכרח

1g g   ,

כי אם 
1g g e    אזי נכפול משמאל ב

1g 
eונקבל  gומימין ב     2בסתירה לכך שהוא מסדר .

לכן קיבלנו ש 
1g gg g       לכלg G .ומר כל( )Z G  . ח "דוגמא לתלכן כדי למצוא

)מספיק לקחת איבר , 2לא נורמלית מסדר  )Z G . 

)2חבורה לא נורמלית של -מצאו תת: תרגיל בית .5 )GL . 
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: התנאים הבאים שקולים: משפט
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 (קריטריון הנורמליותתנאי זה ייקרא להלן )  .4
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מתקיים  אזי לכל  שאם ( בהמשך התרגול תרגילים/ללא שימוש במשפטים)הראו   :תרגיל בית

 .

 

(. כלומר חיתוך של תתי חבורות נורמליות הוא תת חבורה נורמלית) : הוכח יהי  :תרגיל

נוכיח זאת לפי ההגדרות  נותר להוכיח ש  לפי משפט  :הוכחה

 

 

 : הוכח  תהי  :תרגיל

והאחרת שווה ל מחלקות שמאליות אחת מהן שווה ל 2אז קיימות רק  מכיוון ש   :הוכחה

באופן דומה עבור המחלקות ימניות מתקיים ( איחוד זר) ומתקיים ( לכל ) 

 . ולכן נקבל  
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  :מוגדר כ ' של הומגרעין  :הגדרה

 :של העתקה מוגדרת כתמונה  :הגדרה

 

. ו  :משפט

 

Im: הוכיחו או הפריכו :תרגיל H  . 

|מקודם  3נקח בדוגמא : נפריך  :פתרון :G GI      (הזהות של ' הומG  מצומצם לתת החבורה ) .

התמונה היא    והיא אינה נורמלית בG . 

 יחד עם Kונצליח למצוא חבורה  אם . ח היא נורמלית"לכך שת מספיקל מספק תנאי "המשפט הנ  :הערה

: נראה דוגמא לכך בתרגיל הבא. Gנ של "היא תח Hאזי , Hכך שהגרעין הוא בדיוק  ' הומ
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A,יהיו   :תרגיל B נ לא טריויאליות של "מצאו שתי תח. חבורותA B. 

  : הוכחה

A,בתחילה נראה הגיוני לבחור את  B כיוון ש , אבל זאת תהיה טעות, נ"כתח,A B חבורות של -תת אינןA B! 

,  נגדיר 

 .שמתקיים  נראהאזי 

 

באותו אופן מוכיחים  לכן  : תשובה? מהו הגרעין של האיזומורפיזם

 .

 

 .  ע ערכית "חח  :משפט

 (. שימו לב שלא בהכרח . )אז  הוכיחו שאם . תתי חבורות יהיו   :תרגיל

כך ש  ואז , יהי . לפי משפט מתחילת התרגול הקודם  -מספיק להוכיח ש  :פתרון

לכן . כך ש  ולכן קיים  מתקיים , Nלפי נורמליות . 

.   בצורה דומה מראים הכלה בכיוון השני. 

 
: תרגיל

. אז  הוכיחו שאם . תתי חבורות יהיו 

נותר לכן להוכיח את הנורמליות . לפי התרגיל הקודם , : הוכחה

 

. לכן לפי קריטריון הנורמליות מהתרגול הקודם נקבל ש 

 
 

: תרגיל

. : הוכח. התת חבורה הנוצרת על ידי כל הריבועים של איברי  ותהי , חבורה כלשהי תהי 

אז כל איבר בחבורה הוא מכפלה סופית של  י איברים ת"כשאנו אומרים חבורה נוצרת ע :הוכחה

איברים אלו ושל הפכיהם במקרה שלנו 
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ולכן לפי קריטריון הנורמליות אז לכל 

. כנדרשקיבלנו 

 

 :חבורת המנה

מהווה ( ) Gעם כפל תתי קבוצות של  קבוצת המחלקות  הי ת :משפט! 

 .חבורה

חבורה נורמלית ויצרנו בעזרתה ובעזרת החבורה המקורית חבורה חדשה חבורה זו נקראת -כלומר לקחנו תת

. חבורת המנה

כלומר אם , שפעולת הכפל היא חד ערכית? מה הכוונה. יש להראות שהכפל מוגדר היטבבהוכחת המשפט 

. אזי  

. פ תכונות של מחלקות שמאליות"הראו שהכפל מוגדר היטב ע :תרגיל בית

:  הערה

אחרת כלל לא ודאי שמתקיים , Gנורמלית ב  Hשימו לב שהגדרת הכפל הזאת הגיונית רק במקרה ש 

 .

.  כך שכפל של שתי מחלקות שמאליות אינו מחלקה שמאלית Hותת חבורה  Gמצאו חבורה  :תרגיל בית

G/ י"תסומן ע חבורת המנהאז  יהי  : סימון H. 

   :משפט

.  אזי  וגם  אם   :משפט

 

: דוגמאות

1. . 

מספיק להראות ש ? (נראה דרך קלה יותר בהמשך בעזרת משפטי האיזומורפיזם)איך ניתן להראות זאת 

. היא איזומורפית ל  nוכידוע כל חבורה ציקלית מסדר , nהיא ציקלית מסדר  

. nוהוא מסדר  יוצר את  בדקו כעת ש 
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 .m|nכאשר  ,  .2

: mהוא  כאן קל להוכיח שהסדר של . יוצר את החבורה בודקים בצורה דומה ש 

. משתמשים במשפט 

:  תרגיל

. היא חבורה סופית הראו ש 

: הוכחה

עם  –עד כדי איזומורפיזם  –כלומר אם אנחנו יכולים לזהות אותה ) חבורת המנה " מהי"נרצה לבדוק 

נשים לב . הם שקולים במנה אם ורק אם  נזכור ששני איברים (. חבורה אחרת שאנו מכירים

לכן  ,ולכן נסיק ששני איברים הם שקולים אם הם בעלי אותו סימן, (המספרים הממשיים החיוביים) ש 

כבר ראינו שהחבורה היחידה עם שני . האיברים החיוביים והאיברים השליליים, יש רק שתי מחלקות שקילות

 .ולכן  איברים היא 

: 'מועד ב, ז"תרגיל ממבחן תשס

 . -חבורה איזומורפית ל-אין תת הוכיחו שלחבורת המנה  .א

 .אינה נוצרת סופית הוכיחו שהחבורה  .ב

: פתרון

כיוון ש , הוא מסדר שמחלק את  האיבר . הוא מהצורה  כל איבר ב  .א

ח "ואם היתה ת, הם מסדר סופי  -לכן כל האיברים ב. 

 .אזי היה איבר מסדר אינסופי היוצר אותה איזומורפית ל 

ח הנוצרת מקבוצה סופית של "נקבל שהת, והחבורה היא אבלית, כיוון שכל איבר בחבורה הוא מסדר סופי .ב

הראו שכל האיברים , לדוגמא )יש אינסוף איברים   -וב, איברים היא סופית

 (. בקבוצה שונים זה מזה

 

/n n mm 

1 nm/n nm

/ [ : ]
/

n

n n n n

n

n
m m m

m n m
   

2* */

2* */

,a b
21 *a

b a
b

  

2 0* *

2

2* *

2/ 

/

/

/
m

n


m

n
n

( )
m nm

n m
n n
     /

/
1

{ | }
2n

n 


