
 (פתרון) 5 תרגיל בית -מבוא לטופולוגיה 
שאיבריה הם המשלימים של  𝜎𝜎קבוצות -להוכחה נתבונן בקבוצת תת .1

 : 𝜏𝜏איבריה של  
𝜎𝜎 = {𝑋𝑋} ∪ {𝐹𝐹 ⊆ 𝑋𝑋| |𝐹𝐹| ≤  𝜎𝜎שלאיברים של  מספיק לבדוק   . {0א

 :תכונות הבסיסיות של קבוצות סגורותשלושת ה מתקיימות
i. ויהי 𝐴𝐴𝛼𝛼 ∈ 𝜎𝜎   לכל𝛼𝛼 ∈ Λ קיים . אם𝛼𝛼0 כך ש- 𝐴𝐴𝛼𝛼0  בת מניה או

𝐴𝐴𝛼𝛼0סופית אז כל החיתוך   ⊇ ⋂ 𝐴𝐴𝛼𝛼𝛼𝛼∈Λ   הוא קבוצה בת מניה או
𝐴𝐴𝛼𝛼 :. אחרת𝜎𝜎 -ולכן שייך ל סופית = X   לכל𝛼𝛼 ∈ Λ  

𝜎𝜎-ו ∋ 𝑋𝑋 = ⋂ 𝐴𝐴𝛼𝛼𝛼𝛼∈Λ . 
ii.  יהיו𝐴𝐴𝑖𝑖 ∈ 𝜎𝜎  1  לכל ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛 ∶ 𝑖𝑖.  קיים אם𝑖𝑖0 כך ש- 𝑋𝑋 = 𝐴𝐴𝑖𝑖0  אז

𝐴𝐴1כל האיחוד   ∪ …∪ 𝐴𝐴𝑛𝑛 𝜎𝜎 ∋ 𝑋𝑋 האיחוד הוא קבוצה  :. אחרת=
 .𝜎𝜎 -בת מניה או סופית ולכן שייך ל

iii. 𝜎𝜎 ∋ 𝑋𝑋  ה שלהגדרהלפי 𝜎𝜎 .𝜎𝜎 ∋   סופית. קבוצהכ ∅
 

𝑓𝑓:𝑋𝑋נגדיר פונקציה   .2 → ℝ כך ש- 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑑𝑑(𝑎𝑎1, 𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎2, 𝑥𝑥)  
𝑥𝑥לכל  ∈ 𝑋𝑋.    טופולוגיה בתהא-  ℝ  רגילהמושרת על ידי מטריקה.  

 בכל נקודה. רציפה 𝑓𝑓-נוכיח ש הז לבשביו רציפה 𝑓𝑓-נוכיח ש
  .ℝ -ב 𝑓𝑓(𝑏𝑏)סביבה של   𝑉𝑉 -ו 𝑋𝑋-נקודה כלשהי ב𝑏𝑏  אהת

𝜀𝜀אזי קיים  > ,𝐵𝐵(𝑓𝑓(𝑏𝑏) -כך ש 0 𝜀𝜀) ⊆ 𝑉𝑉 .  נקח𝛿𝛿 = 𝜀𝜀
2
  . 

,𝑑𝑑(𝑥𝑥יהי  𝑏𝑏) < 𝛿𝛿 . מטריקה  ב עבוראז לפי אי שוויון המשולש- ℝ: 
|𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑏𝑏)| = |𝑑𝑑(𝑎𝑎1,𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎2, 𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎1, 𝑏𝑏) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎2, 𝑏𝑏)| ≤ 

|𝑑𝑑(𝑎𝑎1, 𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎1, 𝑏𝑏)| + |𝑑𝑑(𝑎𝑎2, 𝑥𝑥) − 𝑑𝑑(𝑎𝑎2, 𝑏𝑏)| ≤ 
 ]𝑋𝑋-מטריקה  ב עבור[לפי אי שוויון המשולש                      

≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑏𝑏) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑏𝑏) <
𝜀𝜀
2

+
𝜀𝜀
2

= 𝜀𝜀 

,𝑑𝑑(𝑥𝑥בלנו:  ימילים אחרות קב 𝑏𝑏) < 𝛿𝛿 ⇒ |𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑏𝑏)| < 𝜀𝜀  
,𝐵𝐵(𝑏𝑏אם נסמן   במינוח מרחבים טופולוגיים, -או  𝛿𝛿) ב-𝑈𝑈 – 
  𝑓𝑓(𝑈𝑈) ⊆ 𝐵𝐵(𝑓𝑓(𝑏𝑏), 𝜀𝜀) ⊆ 𝑉𝑉  . 

𝑏𝑏רציפה בכל נקודה  𝑓𝑓 -הוכחנו ש ∈ 𝑋𝑋 לכן ,𝑓𝑓 רציפה. 
 



,𝑓𝑓 : 𝑑𝑑(𝑎𝑎1לפי הגדרה של  𝑥𝑥} = 𝑑𝑑(𝑎𝑎2, 𝑥𝑥) ⇔ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 0   
𝑌𝑌לכן  = 𝑓𝑓−1({0}).  סגורה בקבוצה  – {0} אבל- ℝ 

,∞−) כי 0) ∪ (0,∞) = {0}𝑐𝑐 .קבוצה פתוחה 
𝑌𝑌 -נובע ש  𝑓𝑓מרציפות של  אזי = 𝑓𝑓−1({0})  סגורה כתמונה הפוחה של

 קבוצה סגורה, מש''ל.
 

 a,c,b,e,d,f,g,h: הבא  בסדר “h-a ”תכונות נוכיח  אנחנו  א' .3

”a“     𝐴𝐴 ⊆ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴)   : 𝐴𝐴  של ההגדרהמוכלת בכל קבוצה מהחיתוך, 
 בחיתוך עצמו. אזי היא מוכלת 

 ”c“       𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) כחיתוך סגורות.קבוצה סגורה : 
”b“      𝐴𝐴 ⊆ 𝐵𝐵 ⇒ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) ⊆ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐵𝐵):  לפי”a“   𝐴𝐴 ⊆ 𝐵𝐵 ⊆ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐵𝐵) . 

מוכלת בכל  𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴)סגורה. אבל לפי ההגדרה  c” 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐵𝐵)“ לפי
𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴). לכן 𝐴𝐴קבוצות סגורות המכילות את -תת ⊆ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐵𝐵). 

”e“       𝐴𝐴   סגורה  ⇔  𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) = 𝐴𝐴  : 
a“  𝐴𝐴”לפי   ⇐ ⊆ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) אבל .𝐴𝐴 ומכילה את עצמה ולכן  סגורה 

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴)אזי לפי הגדרת הסגור.  𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴)מכילה את  = 𝐴𝐴  . 
 סגורה.  𝐴𝐴סגורה. אזי  c“ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴)” לפי ⇒

”d“      𝐶𝐶𝐶𝐶�𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴)� = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) לפי : ”c“ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴)   סגורה. לכן לפי” e“  
�𝐶𝐶𝐶𝐶�𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴)מקבלים    = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴). 

 ”f“        נקודה𝑝𝑝 שייכת ל- 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) כל סביבה של   א''א𝑝𝑝 תכת עם חנ A. 
𝑝𝑝נניח   ⇐ ∈ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) (בדרך השלילה) קיימת סביבה -ו𝑈𝑈   של𝑝𝑝  כך 
𝑈𝑈 -ש ∩ 𝐴𝐴 = 𝐴𝐴 -סגורה ו 𝑈𝑈𝑐𝑐. אזי ∅ ⊆ 𝑈𝑈𝑐𝑐  אז לפי הגדרת הסגור .

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) ⊆ 𝑈𝑈𝑐𝑐 לכןו- 𝑝𝑝 ∈ 𝑈𝑈𝑐𝑐 .סתירה . 
 (בדרך השלילה)-ו A נחתכת עם  𝑝𝑝כל סביבה של  נניח  ⇒

 𝑝𝑝 ∉ 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) אזי לפי .“c” 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) ולכן  קבוצה סגורה�𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴)�𝑐𝑐  
𝑝𝑝 -פתוחה . מכיוון ש ∈ �𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴)�𝑐𝑐  �𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴)�𝑐𝑐  אמורה להיחתך 

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴)�𝑐𝑐�, אבל זה לא יכול להיות כי 𝐴𝐴עם  ⊆ 𝐴𝐴𝑐𝑐   לפי“a”. 
 . סתירה.

”g“      𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼(𝐴𝐴) כאיחוד קבוצות פתוחות. :קבוצה פתוחה 
 



”h“     𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼(𝐴𝐴)   בות יהנקודות הפנימ כלהיא קבוצה של-𝐴𝐴 . 
)𝑎𝑎  פנימית𝑎𝑎 ∈ 𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼(𝐴𝐴) 𝑎𝑎אם ) ⇐ ∈ 𝐴𝐴 של  נקודה פנימית𝐴𝐴  אז

𝑈𝑈 פתוחה סביבהקיימת  ⊆ 𝐴𝐴  של𝑎𝑎  ולכן𝑎𝑎 ∈ 𝑈𝑈 ⊆ 𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼(𝐴𝐴)  לפי
 .𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼(𝐴𝐴)של ההגדרה 

)⇐ 𝑎𝑎 ∈ 𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼(𝐴𝐴) 𝑎𝑎 פנימית (𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼(𝐴𝐴) ⊆ 𝐴𝐴  ולפ ,ההגדרהלפי ”g“ 
𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼(𝐴𝐴)  אם קבוצה פתוחה. לכן𝑎𝑎 ∈ 𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼(𝐴𝐴) אז ,𝑎𝑎 נקודה פנימית 

 .𝐴𝐴של 
 רת הקבוצות:ולפי הגדרת הסגור ות  ב'

𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴𝑐𝑐) = � 𝐹𝐹
𝐴𝐴𝑐𝑐⊆𝐹𝐹⊆𝑋𝑋
𝐹𝐹 סגורה 

= � 𝑈𝑈𝑐𝑐

𝐴𝐴𝑐𝑐⊆𝑈𝑈𝑐𝑐⊆𝑋𝑋
 𝑈𝑈 פתוחה 

= � 𝑈𝑈𝑐𝑐

𝑈𝑈⊆𝐴𝐴⊆𝑋𝑋
 𝑈𝑈 פתוחה 

 

 :והגדרת הפנים לפי חוקי דה מורגן

�𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴𝑐𝑐)�𝑐𝑐 = � 𝑈𝑈
𝑈𝑈⊆𝐴𝐴⊆𝑋𝑋
𝑈𝑈 פתוחה 

= 𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼(𝐴𝐴) 

 מש''ל.
  

 :תורת הקבוצות לפי ג' 
 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) − 𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼(𝐴𝐴) = 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) ∩ �𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼(𝐴𝐴)�𝑐𝑐 

 לכן  פתוחה.”𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼(𝐴𝐴)   “g  -א'  לפי  סגורה. c” 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴)“-א' לפי 
 �𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼(𝐴𝐴)�𝑐𝑐 ו סגורה- 𝐶𝐶𝐶𝐶(𝐴𝐴) − 𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼(𝐴𝐴) מש''ל., סגורה 
 

 ידוע מקורסים הקודמים: .תזכורת
 קיים מספר רציונלי. שונים  בין שני מספרים ממשיים). 1ת
 .0א-גדולה מ )חוץ מנקודון( ℝ -עוצמה של כל קטע ב). 2ת
 

𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼 (𝐴𝐴)שובה: ת .4 = ∅ . 
𝑥𝑥שקיימת נקודה  בדרך השלילה נניח הוכחה. ∈ 𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼 (𝐴𝐴) . 

𝜀𝜀קיים והגדרת הפנים  ”g“-א'-3לפי  אזי > 0  
𝑥𝑥  -כך ש ∈ (𝑥𝑥 − 𝜀𝜀, 𝑥𝑥 + 𝜀𝜀) ⊆ 𝐼𝐼𝑛𝑛𝐼𝐼 (𝐴𝐴) ⊆ 𝐴𝐴 . 

𝑥𝑥)" עוצמה של 2אבל לפי "ת − 𝜀𝜀, 𝑥𝑥 + 𝜀𝜀) סתירה. 0א-גדולה מ. 



 
" בכל 1מוכל קטה פתוח.  אבל לפי "ת ℝ-בכל קבוצה פתוחה ב ה.כחוה .5

 .ℝ -צפופה ב ℚ. לכן ℚ -קטע פתוח מוכל מספר רציונלי ,  ז''א, מספר מ
ℚ  - יש מספרים מ קטה פתוח " בכל2קבוצה בת מניה לכן לפי "ת-ℚ𝑐𝑐 .

 .ℝ -צפופה ב ℚ𝑐𝑐לכן באותה לוגיקה 
 

𝑥𝑥שקיימת נקודה  להבדרך השלינניח . החהוכ .6 ∈ 𝑋𝑋  כך 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) -ש ≠ 𝑔𝑔(𝑥𝑥)0 ,אומרת ת, זא < 𝑑𝑑� 𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑔𝑔(𝑥𝑥)� = 𝜀𝜀. 

  .𝑥𝑥 רציפות אז כל אחת מהן רציפה בנקדה 𝑓𝑓,𝑔𝑔 -מכיוון ש
  ות במרחב מטרי.חכדורים פתוחים הם קבוצות פתונזכיר ש

 :אנחנו מקבלים לכן לפי הגדרת רציפות פונקציה בנקדה
𝑓𝑓(𝑈𝑈𝑥𝑥)  -כך ש 𝑥𝑥של  𝑈𝑈𝑥𝑥סביבה קיימת  ⊆ 𝐵𝐵(𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝜀𝜀

2
), 

𝑔𝑔(𝑉𝑉𝑥𝑥)  -כך ש 𝑥𝑥של  𝑉𝑉𝑥𝑥סביבה קיימת ו ⊆ 𝐵𝐵(𝑔𝑔(𝑥𝑥), 𝜀𝜀
2
). 

𝑊𝑊𝑥𝑥נקח  = 𝑈𝑈𝑥𝑥 ∩ 𝑉𝑉𝑥𝑥  אזי .𝑊𝑊𝑥𝑥 מכילה נקודות  לכוחה ווקבוצה פת 
𝑎𝑎. אבל אם 𝑋𝑋)-ב  𝐴𝐴 בגלל הצפיפות(𝐴𝐴 -מ ∈ 𝑊𝑊𝑥𝑥 ∩ 𝐴𝐴, 
𝑓𝑓(𝑎𝑎)  אז  = 𝑔𝑔(𝑎𝑎)   כי𝑓𝑓|𝐴𝐴 =   𝑔𝑔|𝐴𝐴 . יהי 𝑏𝑏 = 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑔𝑔(𝑎𝑎) . 

 :אז מקבלים
  𝑏𝑏 ∈ 𝑓𝑓(𝑊𝑊𝑥𝑥) ⊆ 𝑓𝑓(𝑈𝑈𝑥𝑥) ∩ 𝑓𝑓(𝑉𝑉𝑥𝑥) ⊆ 𝐵𝐵(𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝜀𝜀

2
) ∩ 𝐵𝐵(𝑔𝑔(𝑥𝑥), 𝜀𝜀

2
) = ∅ .
 .סתירה


