
 פתרון - 1תרגיל       
 1שאלה 

𝑓𝑓(𝐴𝐴 -תוכיחו ש א' ∩ 𝐵𝐵) ⊆ 𝑓𝑓(𝐴𝐴) ∩ 𝑓𝑓(𝐵𝐵)  

 הוכחה

𝑦𝑦 ∈  𝑓𝑓(𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵) ⇒ ∃𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵: 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦    

𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 ⇒ 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ⇒ 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝑓𝑓(𝐴𝐴)   (*) 

𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 ⇒ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 ⇒ 𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝑓𝑓(𝐵𝐵)  (**)   

   ⇒ 𝑦𝑦 ∈ 𝑓𝑓(𝐴𝐴) ∩ 𝑓𝑓(𝐵𝐵)(**)(*)^   

 ∎ 

𝑓𝑓(𝐴𝐴כאשר  דיתנג התנו דוגמ ב' ∩ 𝐵𝐵) ⊂ 𝑓𝑓(𝐴𝐴) ∩ 𝑓𝑓(𝐵𝐵) 

𝐴𝐴יהיו  = {1,2} ⊂ ℕ, B = {2,3} ⊂ ℕ 

ℕותהי    → {0,1} 𝑓𝑓: כך ש- 𝑓𝑓(𝑛𝑛) = { 0  , 𝑛𝑛 = 2
1,   𝑛𝑛 ≠ 2    

 

𝑓𝑓(𝐴𝐴) אזי  = 𝑓𝑓(𝐵𝐵) = 𝑓𝑓(𝐴𝐴.  לכן   {0,1} ∩ 𝐵𝐵) = 𝑓𝑓({2}) = {0} ⊂ {0,1} . 

 

 2שאלה 
𝑓𝑓:𝐴𝐴הי: תי → 𝐵𝐵   ונקציה ופ-  𝐶𝐶 ⊆ 𝐵𝐵ו  ,- 𝐷𝐷 ⊆ 𝐴𝐴 . 

�𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶)-ו שתוכיח  אי = 𝐶𝐶    ו- 𝑓𝑓−1�𝑓𝑓(𝐷𝐷)� ⊇ 𝐷𝐷  

 .הערה

�𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶)י " אתעות בתנ יש = 𝐶𝐶 " צריך להיות : "𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶)� ⊆ 𝐶𝐶"   כי במידה
𝑐𝑐0איבר   ”עללא " 𝑓𝑓פונקציה ו ∈ 𝐶𝐶  לא שייך ל-𝑓𝑓(𝐴𝐴)   ,  הוא על אחת כמה וכמה לא יכול

�𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶) -נוכיח רק שלכן  .�𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶) -ת שיך לולהי ⊆ 𝐶𝐶.     

 הוכחה.

𝑦𝑦יהיה  ∈ 𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶)�:אזי . 

 𝑥𝑥 ∈  𝑓𝑓−1(𝐶𝐶) ∶ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦  . אבל 



 𝑥𝑥 ∈  𝑓𝑓−1(𝐶𝐶) ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶   . 

𝑦𝑦קיבלנו:  = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐶𝐶 . 

𝑦𝑦 :זאת אמרת ∈ 𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝐶𝐶)� ⇒ 𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶 .∎ 

 

𝑓𝑓−1�𝑓𝑓(𝐷𝐷)� ⊇ 𝐷𝐷  

 הוכחה.

  𝑥𝑥 ∈ 𝐷𝐷 ⇒ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝑓𝑓(𝐷𝐷) ⇒ 𝑥𝑥 ∈ 𝑓𝑓−1(𝑓𝑓(𝐷𝐷)) . 

 ∎לפי הגדרות של תמונה ותמונה הפוכה.  –שתי הגרירות 

 

�𝑓𝑓−1�𝑓𝑓(𝐷𝐷)כאשר   נגדיתתנו דוגמה  ב' ⊃  𝐷𝐷. 

:𝑓𝑓תהי  {0,1} → 𝐷𝐷-פונקציה ו {0} = �𝑓𝑓−1�𝑓𝑓(𝐷𝐷). אז  {0} = {0,1} ⊃ {0} = 𝐷𝐷  .∎ 

 

 3 שאלה
 .פונקצית עלמצטמצמת מימין היא  כל פונקציה  'א 

 הוכחה.

𝑓𝑓:𝐴𝐴שקיימת  - בשלילה –נניח  → 𝐵𝐵  צטמצמת מימין והיא לא על. אזי קייםהמ 

 𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵כך ש-𝑏𝑏 ∉ 𝑓𝑓(𝐴𝐴) . 

,𝑔𝑔נגדיר שתי פונקציות  ℎ:𝐵𝐵 →  -כך ש {0,1,2}

𝑔𝑔(𝑦𝑦) = � 
0,𝑦𝑦 = 𝑏𝑏
2, אחרת

    , ℎ(𝑦𝑦) = � 
1,𝑦𝑦 = 𝑏𝑏
2, אחרת

     

𝑥𝑥זי לכל א ∈ 𝐴𝐴    :נקבל 𝑔𝑔�𝑓𝑓(𝑥𝑥)� = 2 𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 𝑓𝑓(𝑥𝑥)כי    = ≠ 𝑏𝑏.   באותה
ℎלוגיקה:  ∘ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑥𝑥לכל   . לכן2 ∈ 𝐴𝐴 :𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = ℎ ∘ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) 

𝑥𝑥לכל  המצטמצמת מימין מקבלים 𝑓𝑓-. אבל כיוון ש ∈ 𝐴𝐴  𝑔𝑔(𝑥𝑥) = ℎ(𝑥𝑥) , 

𝑔𝑔(𝑏𝑏)-ו = ℎ(𝑏𝑏).   אבל𝑔𝑔(𝑏𝑏) = ℎ(𝑏𝑏) -ו 0 =  רה.י. סת 1

         



  .חח''ע הפונקצימצטמצמת משמאל היא  כל פונקציה  'ב

 הוכחה.

𝑓𝑓:𝐴𝐴שקיימת  - בשלילה –נניח  → 𝐵𝐵  אזי  .חח''עוהיא לא  שמאלצטמצמת מהמ
,𝑎𝑎1קיימים  𝑎𝑎2 ∈ 𝐴𝐴 כך ש- 𝑎𝑎1 ≠ 𝑎𝑎2 ו- 𝑓𝑓(𝑎𝑎1) = 𝑓𝑓(𝑎𝑎2).  נגדיר שתי פונקציות𝑔𝑔, ℎ: {0} →

𝐴𝐴 כך ש- 𝑔𝑔(0) = 𝑎𝑎1 ו- ℎ(0) = 𝑎𝑎2. 

𝑓𝑓נקבל:  ∘ 𝑔𝑔(0) = 𝑓𝑓�𝑔𝑔(0)� = 𝑓𝑓(𝑎𝑎1) = 𝑓𝑓(𝑎𝑎2) = 𝑓𝑓�ℎ(0)� = 𝑓𝑓 ∘ ℎ(0) . 

𝑔𝑔(0)לכן  = ℎ(0) כי  𝑓𝑓 אבל מכאן: שמאלצטמצמת ממ .𝑎𝑎1 = 𝑎𝑎2 .רה.יסת 

 

 4שאלה 
 -מרחב מטרי תוכיחו ש  (𝑀𝑀,𝑑𝑑)יהיה 

,𝑥𝑥,𝑦𝑦 לכל א' 𝑧𝑧 ∈ 𝑀𝑀  מתקיים :|𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧)| ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)  

 הוכחה.

,𝑑𝑑(𝑥𝑥המשולש:  ןשיוואימ 𝑦𝑦) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) + 𝑑𝑑(𝑧𝑧, 𝑦𝑦) לכן . 

 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑑𝑑(𝑧𝑧,𝑦𝑦) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧). )*( 

,𝑑𝑑(𝑦𝑦המשולש:  ןשיוואימ 𝑧𝑧) ≤ 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑥𝑥) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) לכן . 

 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧) − 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑥𝑥) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧).(**) 

 (**) אקסייומת סימטריות של המטריקה נקבל:-לו )*(-ל לם נפעיא

𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) ו- 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧) − 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)ן:. מכא 

|𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧)| = max{𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) − 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧),𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧)− 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦)} ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) 

 ∎ 

,𝑥𝑥1 לכל ב' 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝑀𝑀  מתקיים:   

𝑑𝑑(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥2,𝑥𝑥3) + ⋯+ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛)  

 הוכחה.

 ) 𝑛𝑛לפי  יהצהאינדוק(  הוכחה באינדוקציה
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𝑛𝑛כאשר תהי הטעינה נכונה  .יהצהאינדוקד עצ = 𝑘𝑘:ז''א , 

𝑑𝑑(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑘𝑘) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3) + ⋯+ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑘𝑘−1, 𝑥𝑥𝑘𝑘)  .אזי 

𝑑𝑑(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑘𝑘+1) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑘𝑘) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑘𝑘+1)
=  𝑑𝑑(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥2, 𝑥𝑥3) + ⋯+ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑘𝑘−1, 𝑥𝑥𝑘𝑘) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑘𝑘+1) 

𝑛𝑛  כאשרגם  הטעינה נכונהז.א.,  = 𝑘𝑘 + 1. ∎ 

 

 5שאלה 
 :הקמטריהבדוק אקסיומות נ 

𝑥𝑥אם  .5.1 = 𝑦𝑦ז , א 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) =  .𝑑𝑑גדרת פי הל 0

𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦)אם  = 𝑥𝑥, אז 0 = 𝑦𝑦  גדרת פי הלגם𝑑𝑑. 

 .𝑦𝑦 -ו 𝑥𝑥סדר בין משתנה בהחלפת אינו  𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦)הערך של   .5.2

,𝑥𝑥  שיהיאם בשל. 5.3 𝑦𝑦, 𝑧𝑧 אז אישוויון המשולש הופך ותהושנן שתח סדרות ז ,
 . 5.2שמתקיים לפי  לשיוויון

,𝑥𝑥   םאם כל האיברי 𝑦𝑦, 𝑧𝑧  ,לפי הגדרת  זאשונים𝑑𝑑: 

  𝑥𝑥𝑖𝑖 ≠ 𝑧𝑧𝑖𝑖 ⇒ 𝑥𝑥𝑖𝑖 ≠ 𝑦𝑦𝑖𝑖  ∨    𝑦𝑦𝑖𝑖 ≠ 𝑧𝑧𝑖𝑖  :או   

 𝑖𝑖 ≥  𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) ⇒ 𝑖𝑖 ≥  𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∨ 𝑖𝑖 ≥  𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧) שזה אותו דבר( או(: 

 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) ≥ 1
𝑖𝑖
⇒ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ≥ 1

𝑖𝑖
∨ 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ≥ 1

𝑖𝑖
  (***) 

,𝑑𝑑(𝑥𝑥ן אם לכ 𝑧𝑧) = 1
𝑖𝑖0

 קיימים שני מקרים אפשריים:  (***)פי ל, אז 

 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ≥ 1
𝑖𝑖0
⇒  𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) ≥ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) ⇒ 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ≥ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧)   

 או

 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ≥ 1
𝑖𝑖0
⇒  𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ≥ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) ⇒ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧) ≥ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑧𝑧) 

 ∎.מתקיים אישוויון המשולשתמיד ז''א, 
 



 6שאלה 
𝑥𝑥י. יהיה מרחב מטר  (𝑀𝑀,𝑑𝑑)יהיה  ∈ 𝑀𝑀 תהי ו𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝑀𝑀  סדרה ב-𝑀𝑀 . 

𝑥𝑥𝑛𝑛 -תוכיחו ש → 𝑥𝑥  אם ורק  אם      𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥) → 0 . 

 הוכחה.

 . מרחב מטרי 𝑀𝑀,𝑑𝑑) יהיה (

𝑥𝑥 -ו  יהיו  ∈ 𝑀𝑀  ו-𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝑀𝑀  .מרחב מטריהסדרה בלפי הגדרת הגבול  אז: 

  𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑥𝑥 ⇔   ∀𝜀𝜀 > 0 ∃𝑛𝑛0 ∈ ℕ:𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 ⇒ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥) < 𝜀𝜀   

𝑟𝑟𝑛𝑛אם נסמן  ≔ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥)  נקבל :, אז 

 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑥𝑥 ⇔ ( ∀𝜀𝜀 > 0 ∃𝑛𝑛0 ∈ ℕ:𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 ⇒ 𝑟𝑟𝑛𝑛 < 𝜀𝜀) כאשר התנאי בסוגריים בצד ימין
 ז''א קבלנו: .ℝ-במובן של סדרות ב 0-ל 𝑟𝑟𝑛𝑛דרה של הס תוההתכנס הגדרתהוא בדיוק 

 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑥𝑥 ⇔  𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥) → 0 ∎ 

  


