
11 תרגיל

:R2 על פנימית ממכפלה היא הבאות מהפונקציות אילו .1

∀
(
x1
y1

)
,

(
x2
y2

)
∈ R2 :

〈(
x1
y1

)
,

(
x2
y2

)〉
= 2x1y1 + 7x2y2 (א)

למשל לא! : 〉פתרון
3

(
1
1

)
,

(
1
1

)〉
=

〈(
3
3

)
,

(
1
1

)〉
= 2 · 32 + 7 · 12 = 25

אבל

3

〈(
1
1

)
,

(
1
1

)〉
= 3 ·

(
2 · 12 + 7 · 12

)
= 3 · 9 = 27

∀
(
x1
y1

)
,

(
x2
y2

)
∈ R2 :

〈(
x1
y1

)
,

(
x2
y2

)〉
= 2x1x2 + 7y1y2 (ב)

הקריטריונים את נבדוק כן! : פתרון

.i〈(
x1
y1

)
+

(
x2
y2

)
,

(
x3
y3

)〉
=

〈(
x1 + x2
y
1+y2

)
,

(
x3
y3

)〉
= 2(x1 + x2)x3 + 7(y1 + y2)y3

= 2x1x3 + 2x2x3 + 7y1y3 + 7y2y3 = (2x1x3 + 7y1y3) + (2x2x3 + 7y2y3)

=

〈(
x1
y1

)
,

(
x3
y3

)〉
+

〈(
x2
y2

)
,

(
x3
y3

)〉

〈
α

(
x1
y1

)
,

(
x2
y2

)〉
=

〈(
αx1
αy1

)
,

(
x2
y2

)〉
= 2αx1x2 + 7αy1y2

= α2x1x2 + α7y1 = α (2x1x2 + 7y1) = α

〈(
x1
y1

)
,

(
x2
y2

)〉

.ii〈(
x1
y1

)
,

(
x2
y2

)〉
= 2x1x2+7y1y2 = 2x2x1+7y2y1 =

〈(
x2
y2

)
,

(
x1
y1

)〉
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.iii〈(
x1
y1

)
,

(
x1
y1

)〉
= 2x21 + 7y21 ≥ 0

האפס וקטור זהו אמ"מ x1 = y1 = 0 אמ"מ לאפס שיוויון וקיים

∀
(
x1
y1

)
,

(
x2
y2

)
∈ R2 :

〈(
x1
y1

)
,

(
x2
y2

)〉
= x1y1+x2y1+x1y2 (ג)

למשל לא! : )〉פתרון
0
1

)
,

(
0
1

)〉
= 0

האפס. וקטור איננו

(
0
1

)
ש למרות

ממ"פ. V יהא .2

〈v, αu+ w〉 = ᾱ 〈v, u〉 + כי הוכח כלמר שני. ברכיב לינארית כמעט הוכח (א)
סקלאר) α ולכל v, u, w ∈ V (לכל 〈v, w〉

כי נקבל המרוכב הצמוד ותכונות פנימית מכפלה הגדרת לפי : פתרון

〈v, αu+ w〉 = 〈αu+ w, v〉 = 〈αu, v〉+ 〈w, v〉 = α 〈u, v〉+ 〈w, v〉 = α〈u, v〉+〈w, v〉 = ᾱ 〈v, u〉+〈v, w〉

< vi, v >=< מתקיים i שלכל כך v, u ∈ V יהיו בסיס. B = {v1, . . . vn} יהא (ב)
v = u כי הוכח .vi, u >

כי מתקיים i לכל כי ונקבל אגף נעביר : פתרון

0 = 〈vi, v〉 − 〈vi, u〉 = 〈vi, v − u〉

לינארי צירוף קיים בסיס, B ש כיוון

v − u =

n∑
i=1

αivi

ולכן

〈v − u, v − u〉 =

〈
n∑

i=1

αivi, v − u

〉
=

n∑
i=1

αi 〈vi, v − u〉 =

n∑
i=1

αi0 = 0

פנימית מכפלה מתכונת ולכן

v − u = 0

v = u ל שקול שזה

הפרך: או הוכח ה"ל. T : V → V תהא ממ"פ. V יהא .3
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T = 0 אזי 〈Tv, v〉 = 0 כי מתקיים v ∈ V לכל אם (א)
להיות המוגדרת T ו הסקלארית המכפלה R2עם למשל הפרכה : פתרון

T

(
x
y

)
=

(
y
−x

)
כי מתקיים אכן 〉אזי

T

(
x
y

)
,

(
x
y

)〉
=

〈(
y
−x

)
,

(
x
y

)〉
== yx− xy = 0

T 6= 0 אבל

< Tv, u >= 0 כי מתקיים u, v ∈ S לכל אם .V של פורשת קבוצה S תהא (ב)
T = 0 אז

אזי פורשת S ש כיוון .Tv = 0 צ"ל v ∈ V יהא הוכחה. : פתרון

∃v1, . . . vn ∈ S, α1, . . . αn : v =

n∑
i=1

αivi

∃u1, . . . un ∈ S, β1, . . . βn : Tv =

n∑
j=1

βjuj

,iכי j לכל מתקיים נתון לפי

< Tvi, uj >= 0

נחשב כעת

< Tv, Tv >=<

n∑
i=1

αiTvi,

n∑
j=1

βjuj >=

n∑
i=1

αi

n∑
j=1

β̄j < Tvi, uj >= 0

Tv = 0 מ"פ מתכונות ולכן

:u, v ∈ V לכל הבאים את ||הוכח · || מושרית נורמה עם R השדה מעל ממ"פ V יהא .4

< u, v >= 1
4

(
||u+ v||2 − ||u− v||2

)
(א)

הגדרה לפי נחשב : פתרון

1

4

(
||u+ v||2 − ||u− v||2

)
=

1

4
(〈u+ v, u+ v〉 − 〈u− v, u− v〉)

=
1

4
(〈u, u〉+ 2 〈u, v〉+ 〈v, v〉 − (〈u, u〉 − 2 〈u, v〉+ 〈v, v〉))

=
1

4
(2 〈u, v〉+ 2 〈u, v〉) = 〈u, v〉
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||v + u||2 + ||v − u||2 = 2
(
||v||2 + ||u||2

)
המקבילית כלל (ב)

הגדרה לפי נחשב : פתרון

||v + u||2 + ||v − u||2 = 〈v + u, v + u〉+ 〈v − u, v − u〉
= (〈v, v〉+ 2 〈v, u〉+ 〈u, u〉) + (〈v, v〉 − 2 〈v, u〉+ 〈u, u〉)
= 2 (〈v, v〉+ 〈u, u〉) = 2

(
||v||2 + ||u||2

)

בהצלחה!
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