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 הנגדיר את הפונקצי .1

 𝑓(𝑥) =  {
𝑥 𝑥 > 0

|𝑥 + 1| −2 ≤ 𝑥 ≤ 0

𝑥2 𝑥 < −2

 

𝑓(𝑓(𝑥))מתקיים אי השוויון   xלאילו ערכי    ומצא > 𝑓(𝑥) − 1 

𝑥תחום ראשון   > 0 

𝑓(𝑥),  בתחום זה = 𝑥   ולכן גם𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥) = 𝑥 

 אי השיוויון נראה כך 

𝑥 > 𝑥 − 1 

0 > −1 

 מתקיים בכל התחום. 

 

1−ני  ם שתחו ≤ 𝑥 ≤ 0 

𝑓(𝑥)בתחום זה   = |𝑥 + 1| = 𝑥 + 1 

𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥 + 1) 

1−נפריד בעצם לתחום   < 𝑥 ≤ 𝑥)כי כאשר   0 + 1 =  נקבל תוצאה אחרת(  0

𝑥בתת התחום הזה,   + 1 > 𝑓(𝑥ולכן   0 + 1) = 𝑥 + 1 

 ואז אי השיוויון נראה כך 

𝑥 + 1 > 𝑥 + 1 − 1 

0 > −1 

 מתקיים בכל התחום. 

𝑥עת נבדוק את תת התחום שהוא הנקודה  כ = −1 

 אי השיוויון נראה כך 

𝑓(𝑓(−1)) > 𝑓(−1) − 1 

𝑓(0) > 0 − 1 

1 > −1 

 מתקיים בנקודה. 



2−נעבור לתחום הבא   ≤ 𝑥 < −1 

𝑓(𝑥)בתחום זה   = |𝑥 + 1| = −(𝑥 + 1) 

𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(−(𝑥 + 1)) 

–נרצה לדעת מה התחום של   (𝑥 + 1) 

−1 ≤ 𝑥 + 1 < 0 

0 < −(𝑥 + 1) ≤ 1 

 ולכן 

𝑓(−(𝑥 + 1)) = −(𝑥 + 1) 

 נראה כך  לכן בתחום זה אי השיוויון

−(𝑥 + 1) > −(𝑥 + 1) − 1 

0 > −1 

 מתקיים בכל התחום. 

 

𝑥התחום הבא הוא   < −2 

𝑓(𝑥)בתחום זה   = 𝑥2 

 ולכן 

𝑓(𝑓(𝑥)) = 𝑓(𝑥2) 

𝑥2 > 𝑓(𝑥2)ולכן   4 = 𝑥2 

 וסה"כ אי השיוויון נראה כך 

𝑥2 > 𝑥2 − 1 

0 > −1 

 מתקיים תמיד. 

 

𝑥ים לכל  סה"כ אי השיוויון מתקי  ∈ ℝ 

2.    

𝑖למשוואה    את כל הפתרונות   ומצא ⋅ 𝑧4 = 𝑐𝑖𝑠(𝜋) + 𝑖 

 

 𝑖ל ב פונכ

−𝑧4 = 𝑖 ⋅ (−1) + 𝑖 ⋅ 𝑖 = −𝑖 − 1 



𝑧4 = 1 + 𝑖 = √2𝑐𝑖𝑠 (
𝜋

4
) 

 הפתרונות הם 

𝑧𝑘 = √2
8

𝑐𝑖𝑠 (

𝜋
4

+ 2𝜋𝑘

4
) 

𝑘עבור   = 0,1,2,3, 

𝑥מצאו את נקודת החיתוך בין המישור   .3 + 𝑦 + 𝑧 =  (1,1,1)לבין הישר המאונך לו שעובר בנקודה   6

 אופן פרמטרי ע"י נתון ב (1,1,1)ולכן הישר המאונך למישור ועובר בנקודה   (1,1,1))נורמל( הוא  ישור  הכיוון המאונך למ 

(1,1,1) + 𝑡(1,1,1) = (1 + 𝑡, 1 + 𝑡, 1 + 𝑡) 

 נציב נקודה כללית מהישר במישור, ונמצא את הנקודה. 

1 + 𝑡 + 1 + 𝑡 + 1 + 𝑡 = 6 

3𝑡 = 3 

𝑡 = 1 

 (2,2,2)יא  נקודת החיתוך הולכן 

 

 הוכיחו את הטענות הבאות באינדוקציה:  .4

𝑛לכל    א. ∈ ℕ מתקיים  ∑
1

𝑘(𝑘+1)
𝑛
𝑘=1 = 1 −

1

𝑛+1
 

2לכל  ב.   ≤ 𝑛 ∈ ℕ   קיים𝑚 ∈ ℕ   2כך ש𝑚 ≤ 𝑛 < 2𝑚+1 

 סעיף א': 

𝑛יקה עבור  בד =  צ"ל כי  1

∑
1

𝑘(𝑘 + 1)

1

𝑘=1

= 1 −
1

2
 

 אכן 

1

1(1 + 1)
=

1

2
 

 עבורו   𝑛יהי  

∑
1

𝑘(𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=1

= 1 −
1

𝑛 + 1
 

 צ"ל 



∑
1

𝑘(𝑘 + 1)

𝑛+1

𝑘=1

= 1 −
1

𝑛 + 2
 

 כעת

∑
1

𝑘(𝑘 + 1)

𝑛+1

𝑘=1

= (∑
1

𝑘(𝑘 + 1)

𝑛

𝑘=1

) +
1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
=⏟

הנחת 

האינדוקציה 

1 −
1

𝑛 + 1
+

1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
= 

= 1 +
−(𝑛 + 2) + 1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
= 1 +

−𝑛 − 1

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)
= 1 −

1

𝑛 + 2
 

 סעיף ב' 

2לכל  צ"ל  ≤ 𝑛 ∈ ℕ   קיים𝑚 ∈ ℕ   2כך ש𝑚 ≤ 𝑛 < 2𝑚+1 

𝑛בדיקה: עבור   = 𝑚נבחר   2 =  ואכן  1

21 ≤ 2 < 22 

 כך ש   𝑚עבורו הטענה נכונה, כלומר קיים   𝑛בהנתן  

2𝑚 ≤ 𝑛 < 2𝑚+1 

𝑛צ"ל עבור   +  כך ש  𝑘מצוא  ריך ל, צ1

2𝑘 ≤ 𝑛 + 1 < 2𝑘+1 

𝑛נחלק למקרים, אם   + 1 < 2𝑚+1   נבחר𝑘 = 𝑚 ואכן 

2𝑘 < 2𝑚 + 1 ≤ 𝑛 + 1 < 2𝑘+1 

𝑛אחרת,   + 1 = 2𝑚+1   נבחר𝑘 = 𝑚 +  ואכן  1

2𝑘 = 𝑛 + 1 < 2𝑘+1 

 כפי שרצינו. 

 

 את האינטגרל    פתרו .5

∫
cos(𝑥)

sin(𝑥) (2 sin2(𝑥) + cos2(𝑥))
𝑑𝑥 

∫
cos(𝑥)

sin(𝑥) (2 sin2(𝑥) + cos2(𝑥))
𝑑𝑥 = {

𝑡 = sin(𝑥)

𝑑𝑡 = cos(𝑥) 𝑑𝑥
} = ∫

1

𝑡(2𝑡2 + 1 − 𝑡2)
𝑑𝑡 = ∫

1

𝑡(𝑡2 + 1)
𝑑𝑡 = 

 נפרק את הביטוי לשברים חלקיים 

1

𝑡(𝑡2 + 1)
=

𝐴

𝑡
+

𝐵𝑡 + 𝐶

𝑡2 + 1
 

 תף ונשווה מונים נעשה מכנה משו



1 = 𝐴(𝑡2 + 1) + (𝐵𝑡 + 𝐶)𝑡 

𝑡נציב   =  ונקבל  0

𝐴 = 1 

𝑡נציב   = 1 

1 = 2 + 𝐵 + 𝐶 

𝐵 + 𝐶 = −1 

𝑡נציב   = −1 

1 = 2 − (−𝐵 + 𝐶) 

𝐵 − 𝐶 = −1 

2𝐵נחבר את שתי המשוואות ונקבל כי   = 𝐵כלומר   2− = 𝐶ולכן   1− = 0 

 סה"כ הפירוק הוא 

1

𝑡(𝑡2 + 1)
=

1

𝑡
−

𝑡

𝑡2 + 1
 

∫
1

𝑡
𝑑𝑡 = ln|𝑡| 

∫
𝑡

𝑡2 + 1
𝑑𝑡 = {

𝑢 = 𝑡2 + 1
𝑑𝑢 = 2𝑡𝑑𝑡
1

2
𝑑𝑢 = 𝑡𝑑𝑡

} =
1

2
∫

1

𝑢
𝑑𝑢 =

1

2
ln|𝑢| =

1

2
ln(𝑡2 + 1) 

 סה"כ

∫
cos(𝑥)

sin(𝑥) (2 sin2(𝑥) + cos2(𝑥))
𝑑𝑥 = {

𝑡 = sin(𝑥)

𝑑𝑡 = cos(𝑥) 𝑑𝑥
} = ∫

1

𝑡(𝑡2 + 1)
𝑑𝑡 = ln|𝑡| −

1

2
ln(𝑡2 + 1) + 𝐶 = 

= ln |sin (𝑥)| −
1

2
ln(sin2(𝑥) + 1) + 𝐶 

 

 

 אם  אחלה קבוצה של קבוצות נקראת  𝑋.  קבוצות של מספרים קבוצת   𝑋  תהי  הגדרה:  .6

∀𝐴 ∈ 𝑋∃𝐵 ∈ 𝑋: ¬(𝐵 ⊆ 𝐴) 

 . קבוצותאחלה קבוצה של   אינה 𝑋  שתנאי השקול לכך  ונסח . א

 : קבוצה אם היא אחלה קבוצה של קבוצות לכל    וחי והוכ וקבע  . ב

𝑋 = ∅    𝑌 = {{1,2, … , 𝑛}|𝑛 ∈ ℕ}            𝑍 = {{1,2}, {1,3}, {1,2,3}} 

 

 עיף א': ס

∃𝐴 ∈ 𝑋∀𝐵 ∈ 𝑋: 𝐵 ⊆ 𝐴 

 סעיף ב': 



𝑋האם   =  הוא אחלה אוסף של קבוצות או לא?  ∅

𝐴∀כן, באופן ריק. כל טענה המתחילה ב  ∈  היא אמת באופן ריק.  ∅

 

𝑍  קבוצה של קבוצות כי אינה אחלה – 

𝐴נבחר   = 𝐵ואכן לכל   {1,2,3} ∈ 𝑍   מתקיים כי𝐵 ⊆ 𝐴 (. את שלושת הקבוצות   )בודקים ידנית 

 

 , ראשית נבין כי 𝑌לגבי  

𝑌 = {{1}, {1,2}, {1,2,3}, … } 

𝐴תהי   ∈ 𝑌   צריך למצוא𝐵 ∈ 𝑌   כך ש𝐵 ⊈ 𝐴 

 נסמן

𝐴 = {1,2, … , 𝑛} 

 נבחר

𝐵 = {1,2, … , 𝑛 + 1} 

𝐵וכמובן ש   ⊈ 𝐴   כי𝑛 + 1 ∈ 𝐵   אבל𝑛 + 1 ∉ 𝐴 

 

   את הטענות הבאות:  הפריכו/וחיהוכ .7

,𝐴לכל שלוש קבוצות   . א 𝐵, 𝐶   אם𝐴 ∈ 𝐵   וכן𝐵 ∈ 𝐶   אזי𝐴 ∈ 𝐶. 

,𝐴לכל שלוש קבוצות   . ב 𝐵, 𝐶    אם𝐴 ⊆ 𝐵 ∖ 𝐶   אזי𝐴 ∖ 𝐶 ⊆ 𝐵. 

 סעיף א' הפרכה 

𝐴 = ∅ 

𝐵 = {∅} 

𝐶 = {𝐵} = {{∅}} 

𝐴לכן   ∈ 𝐵, 𝐵 ∈ 𝐶   אבל𝐴 ∉ 𝐶 

 

 סעיף ב' 

,𝐴נה שלוש קבוצות  תהיי 𝐵, 𝐶   כך ש𝐴 ⊆ 𝐵 ∖ 𝐶 

𝐴צ"ל   ∖ 𝐶 ⊆ 𝐵 

𝑥יהי   ∈ 𝐴 ∖ 𝐶 

𝑥צ"ל   ∈ 𝐵 



𝑥ון ש  נת ∈ 𝐴   וכן𝑥 ∉ 𝐶 

𝑥כעת, כיוון ש   ∈ 𝐴   וכן𝐴 ⊆ 𝐵 ∖ 𝐶  נובע כי 

𝑥 ∈ 𝐵 ∖ 𝐶 

𝑥ולכן   ∈ 𝐵 .משל , 


