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  ענה בפירוט בדף זה
  

  1שאלה 
  

A,תהיינה  B   . נגדיר{ | , }A B a b a A b B    .  

{1,2}את  רשום במפורש) 1(  .א {3,4,5}. 

Aאם  : הוכח או הפרך) 2(  .ב B B   {1}אזA   {0}אוB . 

Aתהי ) 2(  .ג  0,1-כך ש A .הוכח או הפרך :( )A A A  .  

)תת קבוצה  )P    תקרא חסרת כפל אם לכל,A B  מתקייםA B .  

)תהי ) 2(  .ד )P   {1} -הוכח ש. קבוצה חסרת כפל.  

)תן דוגמא לקבוצה ) 2(  .ה )P   כך ש-{ }A  ,A אינסופית ו-   קבוצה
 .חסרת כפל

) חסרת כפלהוכח שקיימת קבוצה ) 13(  .ו )P    שהיא מקסימלית ביחס

)כלומר לכל  . להכלה )P   כך ש   )מכילה ממש ( ,  חסרת אינה
  .כפל

  פתרון

. א 3, 4,5,6,8,10  

A{2}דוגמא נגדית : לא נכון. ב  ,{2 : }nB n  ואזA B B .  

A{2,4}דוגמא נגדית : לא נכון. ג   ואז ( ) 4A A A  .  

נניח בשלילה ש . ד 1   ואז נקבל ש     1 1 1    בסתירה לכך ש חסרת כפל.  

Aאינסופית ו  A. קבוצת המספרים הראשוניים Aתהי . ה A .  

חסרת כפל  :נסמן. ו : :B P    . מסעיף הB שונה מקבוצה ריקה.  

  את יחס ההכלה ונתבונן בשרשרת כלשהי  Bנגדיר על   I 
 )א"ז... ....      ( בB.  

נתבונן בקבוצה 
I




  ונוכיח שהיא בB א שהיא חסרת כפל"ז.  

,יהיו 
I

A B 


   על פי הגדרת האיחוד קיימים, I    כך ש,A B   . נניח בשלילה

ש 
I

A B 


    על פי הגדרת האיחוד קייםI  ך ש כA B   על פי הגדרת שרשרת

ניתן להניח בלי הגבלת הכלליות ש         ולכן, ,A B A B    בסתירה לכך ש 

כמובן . חסרת כפל
I

 


    לכלI  .כל שרשרת ב להראינו שB  ב  חסם מלעילישB  ולכן

 חסרת כפלקבוצה קיימת   Bעל פי הגדרת . איבר מקסימלי Bעל פי הלמה של צורן יש ב 

( )P   היא מקסימלית ביחס להכלהש.  

  
  
  
  

 



  ענה בפירוט בדף זה         
  

  2שאלה 
 
| -כך ש, או הוכיחו שלא קיימת, Aתנו דוגמא לקבוצה  .א ( ) | | |A P A A  , במקרים

  :הבאים
|עבור ) 3( .1 | 1A  . 
|עבור ) 3(  .2 | 2A . 

)אם : הוכח או הפרך) 3. (ב )A P A   אזA.  

f:י תה) 6(. ג X Y  ותהיינהA X ,B Y ,הוכיחו:  
1[ [ ]] [ ]f A f B f A B    

1[ [ ]] [ ]f f B f X B    

1,1יהיו ) 5(. ד 1,2 1, 2,1 2,2 2, 2 1,1 2 1,2 2 1,
( , ,..., ),( , ,..., ),...,( , ,..., )n n n

n
n n n

a a a a a a a a a
  

 

2 1n   במרחבנקודות n 1, -נסמן ב. קורדינטות שלמות בעלי ,2 ,( , ,..., )ij ij ij nc c c  את

1,אמצע הקטע שקצותיו הם  ,2 ,( , ,..., )i i i na a a 1,-ו ,2 ,( , ,..., )j j j na a a  לכל

1 2 1ni j    .ל קורדינטות שלמות"הראו כי לפחות לאחת מנקודות האמצע הנ .

1,שקצותיו הם  אמצע הקטע: זכרו ,2 ,( , ,..., )i i i na a a 1,-ו ,2 ,( , ,..., )j j j na a a  הוא

,1 ,1 ,2 ,2 , ,( , ,..., )
2 2 2

i j i j i n j na a a a a a  
.  

  .אין קשר בין הסעיפים: הערה
  

  פתרון
  

.1  .א A    ואז  ( ) ,P A    ל "במקרה הנ| ( ) | | |A P A A .  

2 .  ,A    ואז        ( ) , , , ,P A        גם במקרה הזה נקבל

| ( ) | | |A P A A .  

דוגמא נגדית  –לא נכון . ב        1, 1A   ואז        ( ) , 1 , 1 , 1, 1P A    ואז

 ( ) 1A P A .  

יהי . ג       x f A B  על פי הגדרת החיתוך x f A x B   א "זx B  וגם קייםy A 

)כך ש  )x f y . מכיוון שx B  ו( )x f y  אז 1y f B .יבלנו ש כ ק"סה

 1y A f B   ומכיוון ש( )x f y  נקבל ש 1x f A f B   .  

יהי  1x f A f B    א קיים "ז 1y A f B   כך ש( )x f y . מכיוון שy A  נקבל

 ש x f A  ומכיוון ש 1y f B  נקבל שx B כ קיבלנו ש "סה x f A B .  

  .הראינו הכלה דו כיוונית ולכן שוויון
  



מכיוון ש  1f B X   אז   1 1f B X f B    סעיף קודם נקבל שלכל  בעזרת

A X 1[ [ ]] [ ]f A f B f A B    ובפרט עבורA X  
1[ [ ]] [ ]f X f B f X B    כעת מכיוון ש   1 1f B X f B   נקבל את הדרוש.  

  

 תהיי. ד 1,1 1,2 1, 2,1 2,2 2, 2 1,1 2 1,2 2 1,
( , ,..., ),( , ,..., ),...,( , ,..., )n n nn n n

B a a a a a a a a a
  

   

עבור כל סדרה  1 2, ,..., nb b b תת קבוצה של  תאיםשל אפסים ואחדות נB באופן הבא   :  

  

    1אי זוגיi ib a        0זוגיi ib a         
1 2 1 2, ,... , ,..., : 1 ,

n nb b bS a a a B i n      

ת לסדרה אפשרויו 2nמכיוון שיש  1 2, ,..., nb b b  2נקבלn  תתי קבוצות זרות שלB.  

עבור כל זוג איברים בקבוצה  1 2, ,..., nb b bS  נקבל שאמצע הקטע הוא בקוארדינטות שלמות מכיוון

  .זוגי שחיבור שני זוגיים נותן מספר זוגי וחיבור שני אי זוגיים נותן מספר אי

2יש  Bמכיוון שבקבוצה  1n   של קבוצה  תתעל פי עקרון שובך היונים איברים נקבלB  עם
  .ורדינאטות שלמותאמצע הקטע הוא בקותה קבוצה נקבל ואז לפחות שני איברים בא

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  

       
  
   



  
  ענה בפירוט בדף זה          

  
  3שאלה 

 
}תהיינה . א } IA  ו- { } IB  שתי משפחות של קבוצות.  

 :הוכח

    1 .)3 (\ ( \ )
I I I

A B A B   
    

    

    2 .)3 (\ ( \ )
I I I

A B A B   
    

    

 :הוכח או הפרך

   3 .)4 (\ ( \ )
I I I

A B A B   
    

    

   4 .)4 (\ ( \ )
I I I

A B A B   
    

    

}לכל משפחה : הוכח. ב } IA   של קבוצות  

   1) .3 (( ) ( )
I I

P A P A 
  

   

   2. )3 (( ) ( )
I I

P A P A 
  

  .  

  
  

  פתרון

\יהי . 1א 
I I

x A B 
  

   על פי הגדרת ההפרש
I I

x A x B 
  

     על פי הגדרת

Iקיים  האיחוד   כך שx A  וגם לכלI  x B  ובפרט עבור   ועל פי

x\הגדרת ההפרש  A B   ועל פי הגדרת האיחוד \
I

x A B 


.  

\יהי . 2
I I

x A B 
  

   על פי הגדרת ההפרש
I I

x A x B 
  

     על פי הגדרת

Iהחיתוך קיים    כך שx B  וגם לכלI  x A  ובפרט עבור   ועל פי

x\הגדרת ההפרש  A B   ועל פי הגדרת האיחוד \
I

x A B 


.  

דוגמא נגדית  -לא נכון  . 3       1 2 1 21 , 2 , 3 , 1, 2A A B B     אגף שמאל שווה לקבוצה

ריקה ואגף ימין שווה ל  1.  

יהי  –וכחה ה –נכון . 4 \
I

x A B 


  על פי הגדרת החיתוך לכלI  \x A B  א "ז

Iלכל   x A x B     על פי הגדרת החיתוך האיחוד וההפרש\
I I

x A B 
  

 .  



).  1. ב )
I

x P A


  על פי הגדרת החיתוך לכלI   x P A א "זx A . יהי

y x  מכיוון שלכלI  x A  נקבל שלכלI  y A  ועל פי הגדרת החיתוך

I

y A


 א "ז
I

x A


  ועל פי הגדרת קבוצת החזקה
I

x P A


 
  

 
.  

יהיה  
I

x P A


 
  

 
  על פי הגדרת קבוצת החזקה

I

x A


  על פי הגדרת ההכלה

Iוהחיתוך לכל   x A  על פי הגדרת קבוצת החזקה לכלI   x P A  ועל פי

)הגדרת החיתוך  )
I

x P A


.  

)יהי . 2 )
I

x P A


  על פי הגדרת האיחוד קייםI   כך ש x P A א "זx A 

על פי הגדרת האיחוד 
I

A A 


  ולכן
I

x A


  על פי הגדרת קבוצת החזקה

I

x P A


 
  

 
.  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  ענה בפירוט בדף זה             
  

  4שאלה 
  
|קבוצה אינסופית ונסמן  Aתהי . א |A a .  
2נגדיר עבור  )11( .1    n  את הקבוצה הבאה  

1לכל {   i j n    מתקייםi jX X  
1

,
n

i
i

X A


 1 2{( , ,..., ) |nY X X X.  

|הוכח     | 2aY  .התאם לכל : רמזn -ל פונקציה "יה כנ: {1,2,..., }f A n.  

|א את מצ) 5(. 2    |Y,  את| |Y , את| || |Y  ואת| || |Y .  
}תהי ) 4(. ב }i i IA  משפחה של קבוצות הזרות זו לזו וכך ש- | |i iA a  לכלi I .

|נגדיר  |i i
i I i I

a A
 

  . חשב את
n




.  

  .אין קשר בין הסעיפים: הערה
  
  

  פתרון
  1. א

פונקציה נגדיר   : 1, 2,...,
A

f Y n  עבור 1 2, ,..., nx x x Y י"ע  

 1 2, ,..., nf x x x g ) 1,2,...,
A

g n(.  כעת  מכיוון ש
1

n

i
i

x A


  אז לכלa A  קיים

1 i n   כך שia x נגדיר ואז  g a i,  מכיוון שכל הקבוצות זרותg פונקציה.  

נניח ש : פונקציה fנוכיח ש    1 2 1 2, ,..., , ,...,n nx x x y y y.  

  1 1,..., nf x x g  ו  1 2 2, ,..., nf y y y g  1נוכיח ש 2g g  יהיa A  מכיוון ש 

   1 2 1 2, ,..., , ,...,n nx x x y y y  אזi ia x a y    כי  אחרת קייםj i  כך ש

i ja x a y    מכיוון ש   1 2 1 2, ,..., , ,...,n nx x x y y y  נקבל שi ja x a x   

iועל פי הגדרת החיתוך  ja x x   בסתירה לכך ש 1 2, ,..., nx x x Y.  

נניח ש  –ע "חח fנוכיח ש    1 1 2 1 2 2, ,..., , ,...,n ng f x x x f y y y g   א קיים "ז

a A  כך ש   1 2i g a g a j   א "זi ja x a y    מכיוון ש

 1 2, ,..., nx x x Y  אזja x  ולכןj jx y א "ז   1 2 1 2, ,..., , ,...,n nx x x y y y.  

יהי  –על  fנוכיח ש  1,2,...,
A

g n  נתבונן בn- יה הבאה      1 1 11 , 2 ,...,g g g n  .  

iפונקציה אם  gמכיוון ש  j  אז   1 1g i g j   ף בנוס 1

1

n

i

g i A



  
ולכן       1 1 11 , 2 ,...,g g g n Y     כעת על פי  הגדרתf  נקבל ש

       1 1 11 , 2 ,...,f g g g n g   .  

אינסופית אז  Aמכיוון ש . (ע ועל ולכן העוצמות שוות והוכחנו את הטענה"חח fהראינו ש 

2a an(  



  2. א

ועל פי משפט מההרצאה נקבל ש  Yעל פי סעיף א  max , 2aY Y Y     

ובאותו אופן  max , 2aY Y Y      

   2 2
2 2 2 2 2 2

a aYYY Y Y       ולכן על פי קנטור ברנשטיין נקבל 2
2

a

.  

aולכן  Aקבוצה אינסופית ולכן  Aש  נתון a   2כעת 2 2aa aY   
  .  

  .ב

nבעצם יש לחשב את 
n

A




}כאשר   }n nA   משפחה של קבוצות זרות ולכלn 

nA  . מכיוון שלכלn nA  , לכלn ע ועל "קיימת פונקציה חח

:n ng A   

:נבנה פונקציה  n
n

f A


 


    כך ש   , nf n a g a ם לב ש נשיf ע ועל"חח  

כ קיבלנו  "סה
n

  


 .  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  ענה בפירוט בדף זה       
  

  5שאלה 
  

2 נוסחה מפורשת עבורמצא ) 7(  .א

1

n

n
k

a k


   )רשום נוסחה רקורסיבית עבור : רמזna(.  

כך בשורה סינים  5 –צרפתים ו  3, ישראלים 4בכמה דרכים שונות אפשר לסדר ) 8(  .ב

 ).כל האנשים שונים( ?שאף לאום לא יעמוד כבלוק רציף 

2יהי ) 5(  .ג n  .מצאו את מספר תת הקבוצות בגודל k )0 k n (  של

,...,1,2}הקבוצה  }n  {1,2}שאינן מכילות את הקבוצה. 

  .אין קשר בין הסעיפים: הערה
 

  פתרון

  .א

נרשום נוסחה רקורסיבית 
2

1

1 1
n na a n

a
  




כעת נמצא פתרון פרטי   

   3 2 3 2
1 3 3 2n na an bn cn a an b a n a b c n a b c              

ולכן    3 2 3 23 1 3 2an bn cn an b a n a b c n a b c             

א "ז   2 23 1 3 2bn cn b a n a b c n a b c           

: כעת יש לפתור את המערכת הבאה

3 1

3 2

0

b b a

c a b c

a b c

  
   
    

  

: נקבל
1 1 1

, ,
3 2 6

a b c    

3א "ז 21 1 1

3 2 6na n n n    

1nכעת נמצא פתרון כללי ללא הומוגני  na a   ונקבלna d  

3רון הכללי ללא הומוגני הוא הפת 21 1 1

3 2 6na n n n d      

1נציב את תנאי ההתחלה  1a   0ונקבל שd   ולכן התשובה הסופית

  3 2 2 1 12 3

6 6n

n n nn n n
a

  
   



הצרפתים עומדים כבלוק  -B, הישראלים עומדים כבלוק רציף -  A, כל האפשרויות -S: נסמן  .ב

יש לחשב את . הסינים עומדים כבלוק רציף -  C, רציף \S A B C  . נחשב בעזרת

עקרון ההכלה וההדחה את  A B C . 

4! 9!, 3! 10!, 5! 8!,

4! 3! 7!, 4! 5! 5!, 3! 5! 6!,

4! 3! 5! 3!, 12!

A B C

A B A C B C

A B C S

     

           

      

  

  כ נקבל "סה

     \ 12! 4! 9! 3! 10! 5! 8! 4! 3! 7! 4! 5! 5! 3! 5! 6! 4! 3! 5! 3!S A B C                     

  :נחשב את האפשרויות הבאות. ג

  .1,2ללא הספרות  kמספר תתי הקבוצות בגודל : 1אפשרות 

  .2אבל עם הספרה  1ללא הספרה  kמספר תתי הקבוצות בגודל : 2אפשרות 

  .1הספרה  אבל עם 2ללא הספרה  kמספר תתי הקבוצות בגודל : 3אפשרות 

2nמתוך קבוצה מגודל kיש לבחור קבוצה בגודל  1אפשרות    ולכן מספר האפשרויות
2n

k

 
 
 

.  

1kיש לבחור קבוצה בגודל2אפשרות    2מתוך קבוצה מגודלn   ולכן מספר האפשרויות

2

1

n

k

 
  

.  

1kיש לבחור קבוצה בגודל 3אפשרות    2מתוך קבוצה מגודלn   ולכן מספר האפשרויות

2

1

n

k

 
  

.  

כ האפשרויות "סה
2 2

2
1

n n

k k

    
      

.  

0kאם : הערה   1אז ניתן לבחור רק את הקבוצה הריקה ואז התשובה היא .  

  

  

  
  
  
  
  
  
  
  
  
  



  
  ענה בפירוט בדף זה         

  6שאלה 
 ריישאתאים שונים כך שהתא הראשון לא  m-כדורים ב nבכמה אופנים ניתן למקם ) 8(  .א

  :מקרים 2-התבונן ב. ריק
  הכדורים שוניםכל  .1
 .כל הכדורים זהים .2

Aעל  Gיחס  .Bיחס על קבוצה  F-ו Aיחס על קבוצה  Eיהיו  )8(. ב B י"גדר עומ                                      
       1 1 2 2(( , ), ( , ))a b a b G  1אם ורק אם 2( , )a a E 1  -ו 2( , )b b F .  

  : הוכח או הפרך 
  .הוא סימטרי Gימטרים אז ס F -ו Eאם . 1   
  .טרנזיטיביהוא  Gאז  םטרנזיטיביי F -ו Eאם . 2   
,1ויהיו , Aיחס שקילות על  E, קבוצה סופית Aתהי ) 4(. ג , kA A  כל מחלקות השקילות

2  הוכח. Aהשונות של  2
1| | | | | |kE A A  .  

 .אין קשר בין הסעיפים: הערה
 

  פתרון
  1א

  .אפשרויות nmכ "ולכן יש סה אפשרויות mלכל כדור יש : נחשב תחילה את כל האפשרויות
כ "אפשרויות ולכן יש סה m-1כעת לכל כדור יש : ריק 1נחשב את כל האפשרויות כאשר תא מספר 

 1
n

m .  

: כעת מספר האפשרויות הדרוש הוא 1
nnm m .  

  2א
בין כל אפשרות הוא מספר הכדורים בכל תא ולכן יש לפתור את הבעיה מכיוון שכל הכדורים זהים השוני 

1כמה פתרונות יש למשוואה : הבאה 2 ... mx x x n    1כאשרx  מספר שלם חיובי וix מספר שלם

2אי שלילי לכל  i m  .פשרויות לפתור את המשוואה א מספר הא"ז

1 2 ... 1mx x x n     כאשר כל המספרים שלמים ואי שלילים על פי משפא מההרצאה נקבל

2

1

n m

n

  
  

  

  
  נכון. 1ב

נניח ש     1 1 2 2, , ,a b a b G  על פי הגדרתG  נקבל ש   1 2 1 2, ,a a E b b F    נתון שE  וF 

ן סימטריים ולכ   2 1 2 1, ,a a E b b F    ועל פי הגדרתG      2 2 1 1, , ,a b a b G.  

  נכון. 2ב
נניח ש          1 1 2 2 2 2 3 3, , , , , ,a b a b G a b a b G    על פי הגדרתG  נקבל ש

         1 2 1 2 2 3 2 3, , , ,a a E b b F a a E b b F        מכיוון שE  וF  טרנזיטיביים נקבל

ש    1 3 1 3, ,a a E b b F    על פי הגדרתG  נקבל ש    1 1 3 3, , ,a b a b G.  

  
  . ג

1על פי הגדרת מחלקת שקילות לכל  i n   הקבוצותiA  זרות ולכל, ia b A  נקבל ש ,a b E 

1ולכן לכל  i n   נקבל
2

iA  איברים שונים בE  בנוסף אם ,a b E  1אז קיים i n   כך ש

, ia b A  2ולכן נקבל בדיוק 2
1| | | |kA A   איברים בE  



  


