
6 תרגול

2016 באפריל 14

מרחב תת יקרא W ⊆ V .F שדה מעל וקטורי מרחב V יהי וקטורי: מרחב תת הגדרה:
V לפעולות ביחס עצמו בפני וקטורי מרחב הוא אם וקטורי

לבדוק: מספיק W ⊆ V אם לבדוק כדי הערה:
לחיבור. ביחס 1.סגירות

.W ב־ נמצא ניטרלי איבר .2
∀α ∈ F,∀ω ∈W, αω ∈W בסקלר כפל פעולת כלפי סגירות .3

כל מתקיימות V וב־ V של קבוצה מתת היא W כי מתקימות האקסיומןת שאר
וקטורי. מרחב של האקסיומות

הבדיקות: כל את לרכז ואפשר
.0 ∈W .1

.∀ω, v ∈W, α ∈ F : αω + v ∈W .2

הטריוויאלים. מרחבים התתי נקראים .V של מרחבים תתי תמיד {0} , V דוגמאות:

.F = R השדה מעל V = R2 האוקלידי במישור א.

. 13 שיפוע העל האפס דרך העובר ישר זהו W = {(x, y) | x = 3y} .1
מלאה: בדיקה ע"י נוכיח וקטורי, מרחב זהו

מתקיים ולכן x1 = 3y1, x2 = 3y2 מתקיים אזי (x1, y1) , (x2, y2) ∈ W .1
.x1 + x2 ∈W ולכן x1 + x2 = 3y1 + 3y2 = 3 (y1 + y2)

.(0, 0) ∈W ולכן 0 = 3 · 0 .2
αx1 = גם ולכן x1 = 3y1 מתקיים ,(x1, y1) ∈ W α ∈ R יהיו בסקלר: כפל .3

.α (x1, y1) = (αx1, αy1) ∈W ולכן α · 3y1 = 3αy1
.R2 של וקטורי מרחב תת והוא עצמו בפני מ"ו W לכן
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כי מרחב תת אינו והשלילי החיובי הרביע W = {(x, y) |x, y ≥ 0 or x, y ≤ 0} .3
(2, 4)
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.F = R מעל וקטורי מרחב V = R3 ב.

(זהו V של וקטורי מרחב תת W = {

 x
y
z

 : α, β, γ ∈ R, αx+ βy + γz = 0} .1

הצירים): ראשית דך העובר מישור

.
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C שדה מעל C2×2 .2× 2 מגודל המרוכבות המטריצות ג.מרחב
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מרחב: תת הן ֱW = {A ∈ V |At = A} הסימטריות זמן:המטריצות יש (אם .2(
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∈W ולכן: סימטרית מטריצה
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כי ברור

בסקלר וכפל חיבור כי קודם בתרגיל ראינו :α ∈ C סימטריות מטריצות A,B יהיו
מתקיים ולכן הסימטרית. מטריצה על שומרים

αA+B ∈W
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(

מרחבים תתי חיתוך

אזי מרחבים. תתי W,U ⊆ V יהיו .F מעל וקטורי מרחב V יהי משפט:
מרחב תת הינו W ∩ U := {v ∈ V : v ∈W ∧ v ∈ U} המרחבים תתי חיתוך

α ∈ R, v1, v2 ∈W ∩ U יהיו מרחבים, תתי W,U ⊆ V יהיו הוכחה:
אזי:

0 ∈W ∩ U ולכן 0 ∈W וגם 0 ∈ U .1
.2

v1, v2 ∈W and v1, v2 ∈ U
⇓ ⇓

αv1 + v2 ∈W αv1 + v2 ∈ U
⇓

αv1 + v2 ∈ W ∩ U

דוגמאות:

W = {
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z

 : x+ y + z = 0} יהיו .F = R מעל V = R3 .1

U = {

 x
y
z
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ישרים שני של אמיתי חיתוך כי R3 במרחב הצרים ראשית דרך העובר ישר בעצם זה
ישר. הוא

W = {

 α
0
0

 : α ∈ R} יהיו .F = R מעל V = R3 .2
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אזי U = {β
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U ו הסימטריות המטריצות של מרחב Wתת יהיו .C מעל V = Cn×n זמן: יש (אם .3
אזי: סימטריות האנטי המטריצות של המרחב תת
(W ∩ U = {A : At = A ∧At = −A} = {0}

לינארית ותלות לינארית צירופים

אזי α1, α2, . . . , αn ∈ F ו v1, v2 . . . , vn ∈ V יהיו .F מעל וקטורי מרחב V יהיה הגדרה:
(צ"ל). לינארי צירוף נקרא α1v1 + α2v2 + · · ·αnvn מהצורה ביטוי

.F = R מעל V = R2 דוגמא:

לינארי. צירוף הוא π
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טרוויאלי. נקרא זה צ"ל .0v1 + 0v2 + · · · 0vn = 0 αiנקבל = 0 כל ניקח אם הערה:

α1, α2, . . . , αn ·+α1v1+α2v2ו־ · ·αnvn = 0 ש כך צ"ל קיים אם הקודמים בסימונים הגדרה:
(ת"ל). לינארית תלויה {v1, v2 . . . , vn} ש נאמר אזי טריוויאלי) לא (צ"ל אפס כולם לא

{v1, v2 . . . , vn} ש נאמר אזי הטריוויאלי, לינארי הצרוף הוא 0 ל־ ששווה היחידי הצ"ל אם אחרת,
(בת"ל). לינארית תלויה בלתי

{v1, v2 . . . , vn} אזי αi = 0 שכל גורר α1v1 +α2v2 + · · ·αnvn = 0 אם אחרות (במילים
( בת"ל קבוצה

דוגמאות
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מה (לפי

 1 −1 0
2 1 −1
1 0 1

 α1
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 =
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 מטריצית להצגה אותו ונמיר

כפל מטריצות באלגברת שלמדנו

(

 | | | |
~a1 ~a2 · · · ~an
| | | |


m×n


b1
b2
.
.
.

bn


n×1

= b1 ~a1 + b2 ~a2 + · · ·+ bn ~an

ונבדוק נדרג למערכת. טריאלי לא פתרון יש האם שקולה השאלה כעת 1 −1 0
2 −3 −1
1 0 1

→
 1 −1 0

0 −1 −1
0 1 1

→
 1 −1 0

0 1 1
0 0 0

→
 1 0 1

0 1 1
0 0 0


כלומר טרוויאלי. לא פתרון

 α1

α2

α3

 =

 −t−t
t

 = t

 −1−1
1

ונקבל z = t נציב

ת"ל. הנ"ל הוקטורים

בת"ל. {v}קבוצה אזי 0 6= v ∈ V יהי .3

ת"ל. S אזי 0V ∈ S ש כך S = {v1 . . . , vn} יהי .4

.R מעל 2 דרגה עד הפלינומים מרחב V = R2[x] זמן: יש (אם .5
.S = {2 + 6x, x2, 1 + 2x+ 2x2} תהא
?S איברי של צ"ל הוא 1 + x+ x2 האם

α1, α2, α3 למצוא צריך פתרון:
α1(2 + 6x) + α2x

2 + α3(1 + 2x+ 2x2) = 1 + 1x+ x2 ש כך
2α1 + α3 = 1, 6α1 + 2α3 = 1, α2 + 2α3 = 1 : מקדמים השוואת לפי כלומר

נבדוק .

 2 0 1
6 0 2
0 1 2

 α1

α2

α3

 =

 1
1
1

 מטריצית ובצורה 2 0 1 1
6 0 2 1
0 1 2 1

 →
 2 0 1 1

0 0 −1 −2
0 1 2 1

 →
 2 0 1 1

0 1 2 1
0 0 −1 −2

 → 2 0 1 1
0 1 2 1
0 0 1 2

→
 2 0 0 −1

0 1 0 −3
0 0 1 2

→
 1 0 0 −0.5

0 1 0 −3
0 0 1 2


(−0.5(2 + 6x) + (−3)x2 + 2(1 + 2x+ 2x2) = 1 + 1x+ x2 כלומר

S
′
= הוכח בת"ל. קבוצה S = {v1, . . . vn} .F מעל וקטורי מרחב V יהיה תרגיל

.wi = vi + v1 כאשר בת"ל {v1, w2, . . . wn}
.αi = 0 צ"ל α1v1 + α2w2 + · · ·αnwn = 0 נניח פתרון:

0 = α1v1 + α2w2 + · · ·αnwn = α1v1 + α2(v1 + v2) + · · ·αn(v1 + vn)
= (α1 + α2 + · · ·+ αn)v1 + α2v2 + · · ·αnvn
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(α1+α2+· · ·+αn) = 0, α2 = 0 . . . αn = ש גורר בת"ל S = {v1, . . . vn} ש כיוון
0

בת"ל. S
′ ⇐α1 = 0, α2 = 0 . . . αn = 0⇐
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