
  2 תרגיל  -מבוא לטופולוגיה  

 1שאלה 

 ת.ססדרה קבועה לבסוף מתכנתוכיחו שא'  

 הוכחה.

𝑎סדרה קבועה לבסוף. אזי קיימים  𝑥𝑛 תהי ∈ 𝑀  ו- 𝑛0 ∈ ℕ 

𝑛 -כך ש ≥ 𝑛0 ⇒ 𝑥𝑛 = 𝑎   . 

ℝ יהיה  ∋ 휀 >  . אז :0

 𝑛 ≥ 𝑛0 ⇒ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) = 0 < 휀 לכן לפי הגדרת גבול .

limהסדרה: 
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎   .∎ 

 

,𝑀)סדרה במ''מ   𝑥𝑛תהי ב'  𝑑) ל תהמתכנס-𝑥 קיים  . יהיה

휀0 > 𝑥𝑚שלכל שני איברים כך    0 ≠ 𝑥𝑛  מתקיים 

   𝑑(𝑥𝑚, 𝑥𝑛) ≥ 휀0. 

 קבועה לבסוף.  𝑥𝑛-ש תוכיחו

 הוכחה.

𝑛0שקיים   נוכיה ∈ ℕ כך ש- 𝑛 ≥ 𝑛0 ⇒ 𝑥𝑛 = 𝑥.  

𝑥 -מכיוון ש → 𝑥𝑛   קיים𝑛0 ∈ ℕ כך ש-  

 𝑛 ≥ 𝑛0 ⇒ 𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥,
휀0

2
).  

,𝑚מזה נובע שאם ניקח שני מספרים טבעיים  𝑘 ≥ 𝑛0  , 

,𝑑(𝑥𝑚אז  𝑥𝑘) ≤ 𝑑(𝑥𝑚, 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑥𝑘) < 휀0. 

𝑥𝑚לו היה   ≠ 𝑥𝑘 אז לפי התנאי 

,𝑑(𝑥𝑚היה   𝑥𝑘) ≥ 휀0.  לכל   לכן𝑚, 𝑘 ≥ 𝑛0 מתקיים         

𝑥𝑚 = 𝑥𝑘 ∎ 



,𝑀)סדרה במ''מ   𝑥𝑛תהי ג'  𝑑) ל תהמתכנס-𝑥 תהי .{𝑥𝑛  } 

 קבועה לבסוף.  𝑥𝑛-ש תוכיחו קבוצה סופית .

 הוכחה.

 צהו. נסתכל בקב𝐴 -ב {𝑥𝑛} את הקבוצה    מןנס

 𝐾 = {𝑎 ∈ 𝐴|𝑑(𝑎, 𝑥) > 𝐾. אם  {0 = 𝑛אז לכל  ∅ ∈ ℕ 

 𝑥𝑛 = 𝑎 .והכול הוכח , 

𝐾אם   ≠ minאת המספר   휀-נסמן ב ∅
𝑎∈𝐾

 {𝑑(𝑎, 𝑥)}  . 

𝑛0קיים  התכנסות(ה)מ אזי ∈ ℕ כך ש- 

 𝑛 ≥ 𝑛0 ⇒ 𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥, 휀)אזי . 

 𝑛 ≥ 𝑛0 ⇒ 𝑥𝑛 ∉ 𝐾 ⇒ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) = 0 ⇒ 𝑥𝑛 = 𝑥 . .מצ''ל 

 

 2שאלה 

,𝑀)י במ''מ סדרת  קוש  𝑥𝑛תהי  𝑑) תהי .𝑥𝑛𝑖
תתסדרה  

𝑥𝑛𝑖 -שלה כך ש
→ 𝑎 ∈ 𝑀.  תוכיחו שגם𝑥𝑛 → 𝑎.  

휀יהיה  .הוכחה > 0. 

,𝑘0  :𝑚קיים  דרת קושיסדרת גלפי ה 𝑛 ≥ 𝑘0 ⇒ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) <
𝜀

2
. 

𝑖0:  𝑖 קיים  סדרהתתהגבול דרת גהלפי  ≥ 𝑖0 ⇒ 𝑑(𝑥𝑛𝑖
, 𝑎) <

𝜀

2
.  

𝑀יהיה  ≔ max{𝑖0, 𝑘0}. :אזי 

(𝑛 ≥  𝑀 ⇒ 𝑛 ≥ 𝑘0)  ∧ (𝑛𝑀 ≥ 𝑛𝑘0
≥ 𝑘0) ⇒ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛𝑀

) <
휀

2
 

 𝑀 ≥ 𝑖0 ⇒ 𝑑(𝑥𝑛𝑀
, 𝑎) <

휀

2
 

𝑛לכן:  ≥  𝑀 ⇒ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛𝑀
) + 𝑑(𝑥𝑛𝑀

, 𝑎) < 휀.  

𝑥𝑛אז  → 𝑎 .∎ 



 3שאלה 

,𝑀)של מ''מ  𝐴קבוצה תתהגדרה.  𝑑)  אם חסומהנקראת 

,𝐵(𝑥0קיים כדור  𝑅)  כך ש- 𝐴 ⊆ 𝐵(𝑥0, 𝑅)  . 

,𝑀)במ''מ  𝑥𝑛סדרה הגדרה.  𝑑)  קבוצת  אם חסומהנקראת

 איבריה חסומה.

 סדרת קושי חסומה.ש תוכיחו

 הוכחה.

𝑟סדרת קושי ויהיה  𝑥𝑛תהי   >  . לפי הדדרת סדרת קושי 0

𝑛0  :𝑛קיים  ≥ 𝑛0 ⇒ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑛0
) < 𝑟:נגדיר . 

 𝑅 =
1

2
+ max{𝑟, 𝑑(𝑥1, 𝑥𝑛0

), 𝑑(𝑥2, 𝑥𝑛0
), … , 𝑑(𝑥𝑛0−1, 𝑥𝑛0

)}. 

𝑛אזי לכל   ∈ ℕ  מתקיים𝑥𝑛 ∈ 𝐵(𝑥𝑛0
, 𝑅) .∎  

 

 4שאלה 

 .   מרחב מטרי𝑀  יהיה 

𝑀יהיו א'  ∋ 𝑎 ו-  𝑓: 𝑀 → ℝ -  פונקציה כך שלכל: 𝑀 ∋ 𝑥 𝑓(𝑥) = 𝑑(𝑥, 𝑎) . 

 רציפה. פונקציה 𝑓-להוכיח ש

( יוכיח 2ההרצאה רציפה בכל נקודה וזה לפי הגדרה ) 𝑓 -נוכיח ש הוכחה.

 .פונקציהרציפות של ה

𝑀-נניח ש ∋ 𝑥 ו-  𝑥𝑛 → 𝑥 הבהרצאהיה . לפי קריטריון התכנסות הסדרות ש 

,𝑑(𝑥𝑛זה גורר:   ותרגיל בית, 𝑥) → מאישיוויון המשולש נובע )ראה תרגיל .  0

,𝑑(𝑥𝑛| -ש (1בית  𝑎) − 𝑑(𝑥 , 𝑎)| ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑥) .  לפי תכונות הסדרות אבל

  זה אומר,(הידועות מקורסים קודמים) ℝ -המתכנסות ב

,𝑑(𝑥𝑛|  -ש 𝑎) − 𝑑(𝑥 , 𝑎)| →  -. ומזה נןבעה ש0

 𝑑𝐸(𝑓(𝑥𝑛), 𝑓(𝑥)) = |𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑥)| = |𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) − 𝑑(𝑥 , 𝑎)| → 0  

 תכנסותהקריטריון ה לפי אותו  .ℝ-במטריקה רגילה )אוקלידית(  𝑑𝐸כאשר 

𝑓(𝑥𝑛) קיבלנו: → 𝑓(𝑥)   במטריקה𝑑𝐸ז''א .: 𝑥𝑛 → 𝑥 ⇒ 𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑥). 

 מצ''ל. .𝑥בנקודה   פהירצ𝑓 -ש (2ההרצאה מזה נובעה )



 

,𝑓יהיו  ב'  𝑔: 𝑀 → ℝ𝑛 קה בכאשר מטרי פונקציות רציפות-ℝ𝑛 .אוקלידית 

𝑓 -ש להוכיח  + 𝑔 רציפה. פונקציה 

 

 .הוכחה

ℝ𝑛מרחק בין שתי נקודות  ה ∋ 𝑎, 𝑏  בנורמה   במטריקה אוקלידית אפשר לבטא

𝑎‖ האוקלידית − 𝑏‖  ,לכל ווקטור  :הידועה מקורסים קודמיםℝ𝑛 ∋ 𝑣   כך

,𝛼1),   -ש 𝛼2, … , 𝛼𝑛) = 𝑣  𝛼𝑖 ∈ ℝ :    √∑ 𝛼𝑖
2𝑛

𝑖=1 = ‖𝑣‖. 

,𝑓 יהיו 𝑔 נקודה כלשהי ב תורציפ 𝑀 ∋ 𝑎 .נוכיח ש- 𝑓 + 𝑔  רציפהגם 

 .𝑎 -ב 

휀יהיה  > 𝛿1קיים   , 𝑎 -ב רציפה  𝑓-ש ווןכי . אזי0 >  כך  0

𝑓(𝑥)‖  -ש − 𝑓(𝑎)‖ <
𝜀

2
⇐ 𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝛿1 . 

𝑔 ב רציפה- 𝑎 קיים , לכן𝛿2 >  כך  0

𝑔(𝑥)‖  -ש − 𝑔(𝑎)‖ <
𝜀

2
⇐ 𝑑(𝑥, 𝑎) < 𝛿2 .  יהיה𝛿 = 𝑚𝑖𝑛 {𝛿1, 𝛿2} . 

,𝑑(𝑥אזי אם  𝑎) < 𝛿  לפי אישוויון המשולשנקבל: 

 ‖(𝑓(𝑥) + 𝑔(𝑥)) − (𝑓(𝑎) + 𝑔(𝑎))‖ =  

‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎) + 𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑎)‖ ≤ ‖𝑓(𝑥) − 𝑓(𝑎)‖ + ‖𝑔(𝑥) − 𝑔(𝑎)‖ ≤ 

    
𝜀

2
+

𝜀

2
= 휀.  אז𝑓 + 𝑔 ב  רציפה- 𝑎. ∎ 

 

 

 

 

 

 

 


