
 

 )פתרון(   6תרגיל  – לטופולוגיה מבוא

 
 1שאלה 

 יתקשה. שהויאם מ זור. אעיברא-קות טכניות איבריצריך לעשות בד (א

   .24-ו 20 נוסחאותבהן מתקיימות הכלות של ממש ב   תנו דוגמאות (ב

 

    פתרון 

20. 𝑓(∩𝛼∈𝐼 𝐴𝛼) ⊆∩𝛼∈𝐼 𝑓(𝐴𝛼) 
  :וגמהד

 :יהיו

 𝐼 = {1,2}  ,𝐴1 = {𝑎1}, 𝐴2 = {𝑎2}  (𝑎1 ≠ 𝑎2) ,𝑓(𝑎1) = 𝑓(𝑎2) = 𝑏 

𝐴1 יאז ∩ 𝐴2 = 𝑓(𝐴1 -ו   ∅ ∩ 𝐴2) = 𝑓(𝐴1). אבל ∅ = 𝑓(𝐴2) = {𝑏} 

𝑓(𝐴1)לכן  ∩ 𝑓(𝐴2) = {𝑏} ⊃ ∅ = 𝑓(𝐴1 ∩ 𝐴2). 

 

24 .𝑓−1 ∘ 𝑓(𝐴) ⊇  𝐴 

  :וגמהד

𝕏 :יהיו = {𝑎1, 𝑎2} ,𝐴 = {𝑎1} ,𝑓(𝑎1) = 𝑓(𝑎2) = 𝑏 . 

𝑓−1 אזי ∘ 𝑓(𝐴) = 𝑓−1(𝑓(𝐴)) = 𝑓−1({𝑏}) = 𝕏 ⊃ 𝐴. 

 

 2אלה ש

 תזכרת

 . 𝑥𝑛 הוא מספרשלה  𝑛-פרים ממשיים שאיבר הססדרת מ  𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)-נסמן ב

 קבוצה של כל הסדרות הממשיות החסומות, ז''א,   ∞𝑙תהי 

  𝑙∞ = {(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ , 𝑥𝑛 ∈ ℝ| sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛| < ∞ }  

:𝑑שפונקציה   . א'1, שאלה  3הוכח בתרגיל בית ר שנזכי 𝑙∞ × 𝑙∞ → [0,∞)  

, 𝑑∞((𝑥𝑛)  כאשר (𝑦𝑛) ) = sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛|}, ווה מטריקה על המ𝑙∞. 



========================================== 

𝑋-קבוצת הסדרות כך ש  𝑋יהי  = {(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ, 𝑥𝑛 ∈ ℝ| lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0}. 

 הוכיחו:

𝑋  (א ⊆ 𝑙∞ , 

,𝑥1)  של הסדרות  מסוג  𝐹 קבוצה ה (ב 𝑥2, … , 𝑥𝑘 , 0,0, …  ז''א, הסדרות)(

 .𝑋-קבוצה ב-עם מספר סופי של איברים לא אפסיים( היא תת

 .𝑑קה ימטרהבטופולוגיה המושרת על ידי  𝑋 -צפופה ב 𝐹 (ג

  פתרון

𝑛∈ℕ(𝑥𝑛) יהיה (א ∈ 𝑋 אזי .lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 =  –לפי שעשינו בבית וגם בכיתה  –0

מסוים נמצאים בתוך כדור. אם נגדיל  𝑁ר פממס לחכל איבריה של הסדרה ה

,𝑥1} את הרדיוס  של הכדור כך שגם קבוצה סופית … , 𝑥𝑁−1}  תימצא בכדור

𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)המוגדל, אז נקבל שהסדרה חסומה, ז''א,  ∈ 𝑙∞.מש''ל , 

𝑛∈ℕ(𝑥𝑛) יהיה (ב ∈ 𝐹ממסםר  לח. אזי  כל איבריה של הסדרה ה𝑁  מסוים

lim-ה לבסוף ועהסדרה קבו (ילי בית וכיתהגתר). אזי 0-שווים ל
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 0 ,

𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)זאת אומרת,  ∈ 𝑋.מש''ל , 

 

𝐹̅-צריך להוכיח ש (ג = 𝑋 . 
𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)יהיה  ∈ 𝑋 תהי ו𝑈   של סביבה(𝑥𝑛)𝑛∈ℕ . אזי קיים𝜀 > כך     0

,𝐵((𝑥𝑛)-ש 𝜀) ⊆ 𝑈. 

𝑛∈ℕ(𝑥𝑛)-כיוון ש ∈ 𝑋  אז ,lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 =  . לפי הגדרת הגבול 0

𝑛0קיים  ∈ ℕ   כך ש-|𝑥𝑛| < 𝜀  כאשר𝑛 ≥ 𝑛0  . 

(𝑦𝑛)אם אנחנו אכשיו נתבונן בסדרה  = (𝑥1, 𝑥2, … , 𝑥𝑛0−1, 0,0, … ) , 

(𝑦𝑛)-אז נראה ש ∈ 𝐹   נקבל:ו 

𝑑∞((𝑥𝑛) , (𝑦𝑛) ) = sup
𝑛∈ℕ

|𝑥𝑛 − 𝑦𝑛| = 

sup
𝑛∈ℕ

{|𝑥1 − 𝑥1|, … , |𝑥𝑛0−1 − 𝑥𝑛0−1|, |𝑥𝑛0|, |𝑥𝑛0+1|, … } = 

sup
𝑛∈ℕ

{0,… ,0, |𝑥𝑛0|, |𝑥𝑛0+1|, … } < 𝜀. 



(𝑦𝑛), זאת אומרת  ∈ 𝐵((𝑥𝑛), 𝜀) ⊆ 𝑈  , ולכן𝑈 ∩ 𝐹 ≠ ∅ . 

(𝑥𝑛)-ש מרוזה א . 𝐹נחתכת עם  (𝑥𝑛)בעצם שכל סביבה של  אז הוכחנו ∈ 𝐹̅  .מש''ל , 

 
 3שאלה 

,(0,0) :עם הקודקדים  ℝ2ר  במשו 𝑄נתבונן ברבוע  (0,1), (1,1)(1,0). 

 :ז''א

 𝑄 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|𝑥 = 0,0 ≤ 𝑦 ≤ 1} ∪ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑦 = 1} 

    ∪ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|𝑥 = 1,0 ≤ 𝑦 ≤ 1} ∪ {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|0 ≤ 𝑥 ≤ 1, 𝑦 = 0} 

 ℝ -, ולשום קטע )פתוח, סגור או חצי סגור( בℝ -אינו איזומורפי ל𝑄 -הוכיחו ש

 .ℝ -ן )פתוחה או סגורה מצד אחד(  בולשום קר

 הוכחה.

 

 קודם כל נוכיח  טענה הבאה:

 טענה

′𝑄אז   𝑄אחד מהקודקודים של הריבוע  𝑝אם  = 𝑄 − {𝑝}  מרחב טופולוגי קשיר

 משור האוקלידי(הושרת ממ)כאשר הטופולוגיה 

𝑝נוכיח את זה כאשר  .הוכחת הטעינה =  . )לשלושת הקודקודים האחרים (0,0)

 קצת ישתנו.( 𝜑של  הנוסחהות ותה ההוכחה רקאההוכחה תהיה בעצם 

 

 

 

 

 

 

 

 

𝑝321 

 

𝒒 = (𝟏, 𝟑 − 𝒍) 

 

𝑝 

 

𝑝1 

 

𝑝21 

 



: 𝜑נגדיר פונקציה  (0,4) → 𝑄′  אם נקודה זזהכך ש 

,𝑝לאורך הקו השבור    𝑝1, 𝑝2, 𝑝3, 𝑝 ( שעון הלקוון,  )אז כשהיא עברה ראה הציור

 :𝜑(𝑙)  :לה, הקוורדינטות של המקום ש 𝑙מסלול עם אורך 

𝜑(𝑙) =

{
 

 
(0, 𝑙),                 𝑙 ∈ (0,1]   

(𝑙 − 1,1), 𝑙 ∈ [1,2]    
(1,3 − 𝑙), 𝑙 ∈ [2,3]

(4 − 𝑙, 0),    𝑙 ∈ [3,4)

 

 

𝑙  בציור:דוגמה ה) = 𝑑(𝑝, 𝑝1) + 𝑑(𝑝1, 𝑝2) + 𝑑(𝑝2, 𝑞) = 2 + 𝑑(𝑝2, 𝑞)  

𝜑(𝑙) -ו   = (1,3 − 𝑙)).  
 

 ת:קל לראות שהפונקציו 

𝜑1: (0,1] → 𝑄′   כאשר𝜑1 = 𝜑|(0,1] 

 𝜑2: [1,2] → 𝑄′   כאשר  𝜑2 = 𝜑|[1,2] 

𝜑3: [2.3] → 𝑄′     כאשר𝜑3 = 𝜑|[2.3] 

 𝜑4: [3,4) → 𝑄′    כאשר𝜑4 = 𝜑|[3,4) 

 רציפות )אפשר להשתמשת ,למשל, קריטריון הסדרות(.

,[0,1)אם נעיר שהקטעים  : [1,2], [2.3],   (0,4)מהווים כיסוי סגור סןפי של   (3,4]

ת רציפות )ההרצאה האחרונה( אפשר להסיק יואז לפי אחד מהמשפטים של בנית פוצקצ

𝜑((0,4))-ו רציפה 𝜑 -ש = 𝑄′.  מרחב קשיר ולכן התמןנה שלו תחת  (0,4)אבל

 של הטענה( ∎מש''ל.) קשיר ,  ′𝑄העתקה רציפה גם קשיר )ההרצאה האחרונה(. אזי 

 

:𝑖עכשיו נניח בשלילה שקיים איזומורפיזם  𝑄 → 𝑋. 

 

𝑋. 1מקרה  = ℝ  או(𝑎, 𝑏)  או(𝑎,∞ )    או(−∞, 𝑏 ) 

𝑝אם נסמן  אזי =  אז גם  (0,0)

   𝑖|𝑄−{𝑝}: 𝑄 − {𝑝} → 𝑋 − {𝑖(𝑝)} נה . אבל לפי הטעאיזומורפיזם𝑄 − {𝑝}  מרחב

𝑋 -קשיר ו − {𝑖(𝑝)} לא קשיר.  –ולכן  ותשל שתי קבוצות פתוחות ולא ריק דאחו

 .סתירה

 

 



𝑋. 2מקרה  = [𝑎, 𝑏]  או[𝑎, 𝑏)  או(𝑎, 𝑏]  או[𝑎,∞ )    או(−∞, 𝑏 ]. 

𝑄-ו  כלשהו 𝑝קודקוד  𝑄 -א מילפי הטענה אפשר להוצ − {𝑝}  יהיה קשיר . 

𝑝אז יהיה  ∈ 𝑄 קודקוד כך ש-: 
𝑖(𝑝) ≠ 𝑎 ∧  𝑖(𝑝) ≠ 𝑏  -  אם𝑋 = [𝑎, 𝑏] 

𝑖(𝑝) ≠ 𝑎    -   אם𝑋 = [𝑎, 𝑏)  או  𝑋 = [𝑎,∞ ) 

𝑖(𝑝) ≠ 𝑏   -   אם𝑋 = (𝑎, 𝑏]  או  𝑋 = (−∞, 𝑏 ]. 

 

𝑋 זאת אומרת, − {𝑖(𝑝)}  יכל מרחבאם מדובר ב  המרחב לא קשיר X  2של מקרה.  

𝑄-רפי לואיזומהוא  –לפי ההנחה  - אבל − {𝑝}סתירה. , שקשיר לפי הטענה. 

 
 4שאלה 

:𝑓תהי  ℝ → ℝ  זאת אמרת,   הגרף של הפונקציהשכיחו ופונקציה רציפה. ה,

 המוגדר על ידי נוסחה: ℝ2של המשור האוקלידי  מרחב-תה

 𝐺 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|𝑦 = 𝑓(𝑥)}  

𝑥נקציה והוכיחו שפ רמז:) מרחב טופולוגי קשיר.הוא   ↦ (𝑥, 𝑓(𝑥))רציפה ).) 

 הוכחה

:𝑔 תהי (ℝ, 𝑑) → (ℝ2, 𝑑∞)   פונקציה כך ש- 𝒈(𝒙) = (𝒙, 𝒇(𝒙))  לכל𝑥 ∈ ℝ, 

𝑑 מטריקה רגילה ב- ℝו-𝑑∞  מטריקה ב- ℝ2 נוסחה:על ידי ההמוגדרת 

 𝑑∞((𝑥1, 𝑦1), (𝑥2, 𝑦2)) = max {|𝑥1 − 𝑥2|, |𝑦1 − 𝑦2|}  

 .תרגולים(המרצאות וההמטריקה הידועה מ)

 רציפה בכל נקודה. 𝑔-נוכיח ש

𝑎הי י ∈ ℝ ו-𝑥𝑛 ∈ ℝ - סדרה כך ש-𝑥𝑛 → 𝑎 . אזי|𝑥𝑛 − 𝑎| = 𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) → 0  .

𝑓(𝑥𝑛)רציפה אז  𝑓-כיוון ש → 𝑓(𝑎)  ולכן|𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑎)| → 0. 

 מכאן:

𝑑∞ ((𝑥𝑛, 𝑓(𝑥𝑛)), (𝑎, 𝑓(𝑎))) = max{|𝑥𝑛 − 𝑎|, |𝑓(𝑥𝑛) − 𝑓(𝑎)|} → 0 



,𝑥𝑛)ולכן  𝑓(𝑥𝑛)) → (𝑎, 𝑓(𝑎))  ) ואז )ההרצאות 𝑔פה ברצי-𝑎 טמשפ. לפי 

 . ℝרציפה בכל  𝑔  :הרצאותאחד מה

במשור. אבל כידוע לנו  ∞𝑑מטריקה לביחס  𝑔נו רציפות חהוכ הערה.

 פולוגיהוטביחס לרציפה  𝑔ולכן   קלידיתוהמטריקה הזאת שקולה למטריקה א

 . )סוף הוכחת הרציפות(.שתי המטריקות השקולות המושרת

 

𝐺   -ש נעירעכשיו  = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2|𝑦 = 𝑓(𝑥)} = 𝒈(ℝ). 

 -  𝑔כתמונה שלו תחת הפונקצי הרציפה  – 𝐺מרחב קשיר אז גם  ℝ -כיוון ש
 (, מש''ל.ההרצאה האחרונה) ריקשמרחב 

 

  5 שאלה

 𝑋 -בקבוצות -קבוצת תת -  𝜏קבוצה אינסופית. תהי  𝑋תהי 

𝜏-כך ש = {𝑈 ⊆ 𝑋|קבוצה סופית− 𝑈𝑐} ∪ {∅} . 

 הוכיחו:

 את זה פעם בכיתה!( )עשינו𝑋 -טופולוגיה ב – 𝜏 (א

,𝑋) (ב 𝜏)  .מרחב קשיר 
 

 פתרון

   (א

1. ∅ ∈ 𝜏  .לפי הגדרה𝑋 = ∅𝑐 ∈ 𝜏  קבוצה סופית. ∅כי 

𝑈𝛼 יהי .2 ∈ 𝜏  לכל𝛼 ∈ 𝐼  . :אזי 

 (∪𝛼∈𝐼 𝑈𝛼)
𝑐 =∩𝛼∈𝐼 𝑈𝛼

𝑐 𝑈𝛼שכל  . כיוון  
𝑐                                               קבוצות סופיות                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                   

𝛼∈𝐼∪), אז גם 𝜏הגדרת הלפי  𝑈𝛼)
𝑐  ו סופי-∪𝛼∈𝐼 𝑈𝛼 שייך ל𝜏 − . 

𝑈𝑛 יהי .3 ∈ 𝜏  1לכל ≤ 𝑛 ≤ 𝐾 ∈ ℕ   . :אזי 

 (∩1≤𝑛≤𝐾 𝑈𝑛)
𝑐 =∪1≤𝑛≤𝐾 𝑈𝑛

𝑐  שכל  . כיוון𝑈𝛼
𝑐                                                                                קבוצות סופיות                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                  

𝑛≤𝐾≥1∩), אז גם 𝜏לפי ההגדרת  𝑈𝑛)
𝑐  1∩-סופי ו≤𝑛≤𝐾 𝑈𝑛  

𝜏שייך ל − . 

 טופולוגיה. מש''ל. 𝜏-אז הוכח ש

 



,𝑋)-ש בשלילה –נניח  (ב 𝜏)  ת קבוצה מאינו קשיר. אזי קיי𝑈 ⊆ 𝑋  כך ש- 

    𝑈,𝑈𝑐 ≠ ∅     )*( 

   𝑈, 𝑈𝑐 ∈ 𝜏      )**( 

     𝑈 ∪ 𝑈𝑐 = 𝑋)***( 

,𝑈 -ש נובע)**( -מ אבל 𝑈𝑐גם  –*( בגלל )** –פיות. לכן וקבוצות ס𝑋  

,𝑋) אז .סתירהקבוצה סופית.  𝜏) .מש''ל. קשיר 


