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 : 2שאלה 

 סעיף א': נבצע תהליך גרם שמידט

{𝑣1 = 1, 𝑣2 = 𝑥, 𝑣3 = 𝑥2, 𝑣4 = 𝑥3} 

𝑤1 = 𝑣1 = 1 

𝑤2 = 𝑣2 −
⟨𝑣2, 𝑤1⟩

⟨𝑤1, 𝑤1⟩
𝑤1 = 𝑥 −

∫ 𝑥 ⋅ 1𝑑𝑥 
1

−1

∫ 1 ⋅ 1𝑑𝑥
1

−1

⋅ 1 = 𝑥 − 0 = 𝑥 

𝑤3 = 𝑣3 −
⟨𝑣3, 𝑤1⟩

⟨𝑤1, 𝑤1⟩
𝑤1 −

⟨𝑣3, 𝑤2⟩

⟨𝑤2, 𝑤2⟩
𝑤2 = 𝑥2 −

∫ 𝑥2 ⋅ 1𝑑𝑥 
1

−1

∫ 1 ⋅ 1𝑑𝑥
1

−1

1 −
∫ 𝑥2 ⋅ 𝑥𝑑𝑥 

1

−1

∫ 𝑥 ⋅ 𝑥𝑑𝑥
1

−1

𝑥 = 

= 𝑥2 −

2
3
2

⋅ 1 − 0 = 𝑥2 −
1

3
 

𝑤4 = 𝑣4 −
⟨𝑣4, 𝑤1⟩

⟨𝑤1, 𝑤1⟩
𝑤1 −

⟨𝑣4, 𝑤2⟩

⟨𝑤2, 𝑤2⟩
𝑤2 −

⟨𝑣4, 𝑤3⟩

⟨𝑤3, 𝑤3⟩
𝑤3 = 

= 𝑥3 −
∫ 𝑥3 ⋅ 1𝑑𝑥 

1

−1

∫ 1 ⋅ 1𝑑𝑥
1

−1

1 −
∫ 𝑥3 ⋅ 𝑥𝑑𝑥 

1

−1

∫ 𝑥 ⋅ 𝑥𝑑𝑥
1

−1

𝑥 −
∫ 𝑥3 ⋅ (𝑥2 −

1
3

) 𝑑𝑥 
1

−1

∫ (𝑥2 −
1
3

)
2

𝑑𝑥
1

−1

(𝑥2 −
1

3
) = 



= 𝑥3 − 0 −

2
5
2
3

𝑥 − 0 = 𝑥3 −
3

5
𝑥 

,𝑤1}סה"כ  𝑤2, 𝑤3, 𝑤4} = {1, 𝑥, 𝑥2 −
2

3
, 𝑥3 −

3

5
𝑥} 

 . 𝑊מהווים בסיס א"ג ל 

 

 סעיף ב':

𝑣ידוע כי  − 𝜋𝑈(𝑣) ∈ 𝑈⊥  וכי ההפרש בין ,𝑣 כונה זו.להיטל בלבד מקיים ת 

 (. נתחשב בכך בבדיקת המבחן.)הערה: בהרצאה ראינו את זה רק למרחבים נוצרים סופית, אך זה נכון באופן כללי

 ננחש כי ז, יחד עם הרמ

𝑣 − 𝜋𝑈(𝑣) = 𝑐 

  .עהה קבופונקצי 𝑐כאשר  

∫אכן אם  ) 𝑔(𝑥)𝑑𝑥
1

−1
= ,𝑐⟩אזי גם   0 𝑔⟩ = ∫ (𝑐 ⋅ 𝑔(𝑥))𝑑𝑥

1

−1
= 𝑐 ⋅ 0 = 𝑐ולכן  0 ∈ 𝑈⊥. ) 

 ה ולכן ההיטל יהי

𝜋𝑈(𝑥2) = 𝑥2 − 𝑐 

 𝑈ל כן כי וקטור זה אכן שייך יית דוק אם נב

∫ (𝑥2 − 𝑐)𝑑𝑥
1

−1

= [
𝑥3

3
− 𝑐𝑥]

−1

1

=
2

3
− 2𝑐 =

רצוי
0 

𝑐וזה אכן נכון עבור  =
1

3
. 

𝜋𝑈(𝑥2)סה"כ ההיטל הוא  = 𝑥2 −
1

3
𝑥2וכן  𝑈כיוון שוקטור זה ב  − (𝑥2 −

1

3
) ∈ 𝑈⊥ . 

 

 : 3שאלה 

 סעיף א': 

 אלכסונית כך ש  𝐷אוניטרית ו 𝑈ימת  מר קילוה אוניטרית, כהרמיטית היא לכסינ 𝐻כיוון ש 

𝐷 = 𝑈∗𝐻𝑈 

 לכן

𝐷∗ = 𝑈∗𝐻∗𝑈 =
𝐻∗=𝐻

𝑈∗𝐻𝑈 = 𝐷 

𝐷נסמן   = (
𝜆1

⋱
𝜆𝑛

∗𝐷כיוון ש ו ( = 𝐷   נובע כי לכל ע"ע𝜆𝑖   מתקיים כי𝜆𝑖 = 𝜆𝑖  ולכן𝜆𝑖 ∈ ℝ 



 סעיף ב':

𝐻𝑘נניח כי   = 𝐼  לכל לכל ע"ע ,𝜆𝑖   של𝐻   מתקיים כי𝜆𝑖
𝑘   ע"ע של𝐼   כלומר𝜆𝑖

𝑘 = 1. 

𝜆𝑖ממשיים, נובע כי כיוון שכל הע"ע  = ±1 

 ביחד עם האמור בסעיף א', נקבל כי

𝐴 = 𝑈𝐷𝑈∗ 

𝐴2 = 𝑈𝐷2𝑈∗ 

𝜆𝑖וכיוון ש  = 𝜆𝑖נובע כי  ±1
2 = 𝐷2ולכן   1 = 𝐼  ולכן 

𝐴2 = 𝑈𝐼𝑈∗ = 𝐼 

 

 : 4שאלה 

 



 

 

 


