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 חשבו את הגבולות הבאים:  .1

lim . א
𝑥→0

arctan(2𝑥) ln(1+5𝑥)

tan(3𝑥2)
 

 

 פתרון: 

 נשים לב תחילה לגבולות הללו: 

lim
𝑥→0

arctan(𝑥)

𝑥
=

L'Hopital
lim
𝑥→0

1
1 + 𝑥2

1
= 1 

lim
𝑥→0

tan(𝑥)

𝑥
=

L'Hopital

1
cos2(𝑥)

1
= 1 

 כדי לחשב את הגבול הנתון:  WINכעת ניעזר בעקרון  

lim
𝑥→0

arctan(2𝑥) ln(1 + 5𝑥)

tan(3𝑥2)
= lim
𝑥→0

arctan(2𝑥)

2𝑥⏟      
→1

⋅
3𝑥2

tan(3𝑥2)⏟      
→1

⋅
ln(1 + 5𝑥)

5𝑥⏟      
→1

⋅
2𝑥 ⋅ 5𝑥

3𝑥2
=
10

3
 

 כאשר כלל הגבולות לעיל נתונים ע"י הצבה של רציפות בגבולות ידועים, וכן בגבולות שחישבתי לעיל. 

 

lim . ב
𝑥→0+

sin(𝑥) ln(𝑥) 

 

 פתרון: 

0מדובר במקרה של   ⋅  . לכן: ∞

lim
𝑥→0+

sin(𝑥) ln(𝑥) = lim
𝑥→0+

ln(𝑥)

1
sin(𝑥)

=
L'Hopital

lim
𝑥→0+

1
𝑥

−
cos(𝑥)
sin2(𝑥)

= lim
𝑥→0+

−
sin(𝑥) tan(𝑥)

𝑥
= 

= −(0 ⋅ 1) = 0 

 עקב הגבול שחישבתי בסעיף הקודם. 

 

lim . ג
𝑛→∞

2(2
𝑛)

(2𝑛)!
 

 

 פתרון: 



 ניעזר בכלל המנה: 

lim
𝑛→∞

2(2
𝑛+1)

(2𝑛 + 2)!
⋅
(2𝑛)!

2(2
𝑛)
= lim
𝑛→∞

2(2
𝑛+1−2𝑛)

(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 2)
 

 אבל נשים לב כי: 

2𝑛+1 − 2𝑛 = 2 ⋅ 2𝑛 − 2𝑛 = 2𝑛(2 − 1) = 2𝑛 

 ולכן עלינו לחשב את הגבול: 

lim
𝑛→∞

2(2
𝑛)

4𝑛2 + 6𝑛 + 2
 

 נשים לב כי החל משלב מסויים: 

2𝑛 > 4𝑛2 + 6𝑛 + 2 

 זאת, כיוון שקל לחשב כי הגבול: 

lim
𝑛→∞

2𝑛

4𝑛2 + 6𝑛 + 2
= ∞ 

 מסדר גודל. לפיכך, לפי הגדרת הגבול, החל משלב מסויים: 

2𝑛

4𝑛2 + 6𝑛 + 2
> 1 

 ומכאן: 

2𝑛 > 4𝑛2 + 6𝑛 + 2 

של צעדים לא   פר סופי)שינוי מס  לכן ניתן להגדיל את המכנה בגבול הנורא ולהקטין את הביטוי

 : משפיע על התכנסות(

2(2
𝑛−𝑛) =

2(2
𝑛)

2𝑛
≤

2(2
𝑛)

4𝑛2 + 6𝑛 + 2
 

 : אבל הרי 

lim
𝑛→∞

2𝑛 − 𝑛 = lim
𝑛→∞

2𝑛 (1 −
𝑛

2𝑛
) = lim

𝑛→∞
2𝑛 = ∞ 

 מסדרי גודל. לפיכך: 

lim
𝑛→∞

2(2
𝑛−𝑛) = ∞ 

 ומכאן לפי חצי סנדוויץ' גם: 

lim
𝑛→∞

2(2
𝑛)

4𝑛2 + 6𝑛 + 2
= ∞ 

 ולכן כיוון שהמנה שואפת לאינסוף, גם הגבול הנתון בשאלה הוא אינסוף. 

 

2.  

∫חשבו את   . א
tan(𝑥)

cos2(𝑥)
𝑑𝑥. 



 

 פתרון: 

היא   tan(𝑥)נשים לב כי הנגזרת של  
1

cos2(𝑥)
. לפיכך האינטגרנד הוא מכפלת הפונקציה בנגזרתה,  

 ומכאן: 

∫
tan(𝑥)

cos2(𝑥)
𝑑𝑥 =

1

2
tan2(𝑥) + 𝐶 

𝑡)לקוראים המבולבלים, הציבו   = tan(𝑥)  .)והיווכחו לראות כי אני צודק 

 

∫חשבו את   . ב
𝑥4+𝑥2+𝑥+1

𝑥3+𝑥
𝑑𝑥. 

 

 פתרון: 

 נחלק פולינומים: 

# 𝑥 𝑥 + 1

# 𝑥4 + 𝑥2 + 𝑥 + 1 𝑥3 + 𝑥
− # #
# 𝑥4 + 𝑥2 #

# 𝑥 + 1 #

 

 מר: כלו

∫
𝑥4 + 𝑥2 + 𝑥 + 1

𝑥3 + 𝑥
𝑑𝑥 = ∫𝑥𝑑𝑥 + ∫

𝑥 + 1

𝑥3 + 𝑥
𝑑𝑥 

 נפרק לשברים חלקיים את האינטגרנד הימני ונקבל: 

𝑥 + 1

𝑥3 + 𝑥
=

𝑥 + 1

𝑥(𝑥2 + 1)
=
𝐴

𝑥
+
𝐵𝑥 + 𝐶

𝑥2 + 1
 

 נעשה מכנה משותף ונקבל: 

𝑥 + 1 = 𝐴(𝑥2 + 1) + 𝑥(𝐵𝑥 + 𝐶) 

𝑥נציב   =  ונקבל:  0

1 = 𝐴 

 כעת נשווה מקדמים: 

𝑥 + 1 = 𝑥2 + 1 + 𝐵𝑥2 + 𝐶𝑥 

 ולכן: 

𝐵 = 0 

𝐶 = 1 

 ובסה"כ: 



∫
𝑥 + 1

𝑥3 + 𝑥
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑥
𝑑𝑥 + ∫

1

𝑥2 + 1
𝑑𝑥 = ln|𝑥| + arctan(𝑥) 

 וסה"כ: 

1

2
𝑥2 + ln|𝑥| + arctan(𝑥) + 𝐶 

 

3.  

𝑥מצאו כמה פתרונות יש למשוואה   . א = sin (
1

𝑥
). 

 

 פתרון: 

 נעביר אגף ונבנה פונקציה

ℎ(𝑥) = sin (
1

𝑥
) − 𝑥 

𝑥נשים לב שלכל   ≠  , פונקציה זו רציפה כצירוף רציפות. 0

𝑘כעת. יהי   ∈ ℕ. ינשים לב כ : 

ℎ (
1

𝜋𝑘
) = sin(𝜋𝑘) −

1

𝜋𝑘
= −

1

𝜋𝑘
< 0 

 נוסף כי: מצד שני, נשים לב ב

ℎ(
1

2𝜋𝑘 +
𝜋
2

) = sin (2𝜋𝑘 +
𝜋

2
) −

1

2𝜋𝑘 +
𝜋
2

= 1 −
1

2𝜋𝑘 +
𝜋
2

≥ 0 

,𝜋𝑘]ולפיכך ממשפט ערך הביניים, בכל קטע   2𝜋𝑘 +
𝜋

2
ן  ולכ)כי היא רציפה(,  ℎו שורש לפונקציה  ישנ  [

 טבעי.  𝑘יש אינסוף פתרונות לכל  

 

𝑥צאו כמה פתרונות יש למשוואה  מ . ב + 1 = sin (
1

𝑥
). 

 

 פתרון: 

 ציה: נעביר אגף ונבנה פונק

ℎ(𝑥) = sin (
1

𝑥
) − 𝑥 − 1 

𝑥ה לכל  רציפ ℎכעת, ברור )כמו מקודם( כי   ≠  כצירוף רציפות.  0

𝑘יהי  כמו מקודם,  ∈ ℕ :נציב . 

ℎ (
1

−𝜋𝑘
) = sin(−𝜋𝑘) +

1

𝜋𝑘
− 1 = 1 −

1

𝜋𝑘
> 0 

 וכן נציב: 



ℎ(
1

−2𝜋𝑘 −
𝜋
2

) = sin (−2𝜋𝑘 −
𝜋

2
) +

1

2𝜋𝑘 +
𝜋
2

− 1 = −2 +
1

2𝜋𝑘 +
𝜋
2

< 0 

2𝜋𝑘−]טע  ולכן בכל ק −
𝜋

2
, −𝜋𝑘]   ישנו שורש לפונקציהℎ -  משוואה  ומכאן שיש אינסוף פתרונות ל

 )לכל טבעי(. 

 

 

4.  

𝑔(𝑥)הוכיחו/הפריכו:   . א = 𝑥 ⋅ |𝑥|   גזירה בכלℝ . 

 

 פתרון: 

 הוכחה 

𝑥כי לכל   ידוע ≠ 𝑥גזירה לכל   𝑔מצירוף גזירות הפונקציה גזירה, ולכן  |𝑥|ציה  הפונק 0 ≠ 0. 

𝑥עבור   כעת =  פי הגדרה: שב את הנגזרת לנח 0

𝑔′(0) = lim
ℎ→0

𝑔(0 + ℎ) − 𝑔(0)

ℎ
= lim
ℎ→0

ℎ|ℎ|

ℎ
= lim
ℎ→0

|ℎ| = 0 

 .ℝגזירה בכל   𝑔ובסה"כ הפונקציה  

 ∎משל  

 

𝑥0  ,𝑓(𝑥הגזירה בנקודה   𝑓(𝑥)וכיחו/הפריכו: תהי  ה . ב ⋅ |𝑥|)  גזירה ב𝑥0. 

 

 פתרון: 

 הפרכה 

 נגדיר את הפונקציה: 

𝑓(𝑥) = {
42 𝑥 ≤ 4
17 𝑥 > 4

 

𝑥0גזירה בנק'   𝑓נקציה  קל לראות כי הפו = 4, אך בנקודה  2 = 2 ⋅ |2| =  ינה גזירה. הפונקציה א 4

 

 דר?? רת של הרכבה? איך זה מסתמה עם נגזבל רגע? א

לא בהכרח  זה  , אבל 𝑓(𝑥0)שים שהחיצונית תהא גזירה ב  , דור של הרכבה התשובה היא שבנגזרת

 מתקיים כאן. 

 

𝑎𝑛+1כי   𝑛המקיימת לכל   𝑎𝑛תהי סדרה   .5 =
1

𝑎𝑛
+ 𝑎𝑛 + 𝑎1, וכן  1 > 0. 

 הוכיחו כי הסדרה מונוטונית עולה.  . א



 פתרון: 

 נקבל כי: טבעי.  𝑛יהי  

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 =
1

𝑎𝑛
+ 1 ≥ 0 

𝑎𝑛מתקיים כי   𝑛)זריזה ממש( כי לכל  נוכיח באינדוקציה  > 0. 

𝑎1נתון כי   בסיס: > 0 . 

𝑛ורו הטענה מתקיים, נוכיח עבור  בע  𝑛הי  י צעד: +  אכן: . 1

𝑎𝑛+1 =
1

𝑎𝑛
+ 𝑎𝑛 + 1 > 0 

 שכן זהו סכום חיוביים. 

 ∎משל  

 

 שבו את גבול הסדרה. ח . ב

 

 פתרון: 

כי היא מתכנסת   "ש היא מתכנסת לגבול סופי או שואפת לאינסוף. נבכיוון שהסדרה מונוטונית, אזי  

 חת הנסיגה: ף את שני צידי נוסנשאילגבול סופי. 

𝐿 ← 𝑎𝑛 ← 𝑎𝑛+1 =
1

𝑎𝑛
+ 𝑎𝑛 + 1 → 𝐿 

𝐿 =
1

𝐿
+ 𝐿 + 1 

1

𝐿
+ 1 = 0 

𝐿 = −1 

ים כלל  י מסות, שכן אז החל משלב א יכול להיורה חיובית )הוכחנו(, אזי מקרה זה ל אבל כיוון שהסד

 , בסתירה.לים רים יהיו שלי האיב

 ∎משל  

 

 א. חשבו את גבול הסדרה  .6

𝑎𝑛 =∑√
𝑘

𝑛3

𝑛

𝑘=1

 

 

 פתרון: 

 נשים לב כי: 



𝑎𝑛 =∑√
𝑘

𝑛3

𝑛

𝑘=1

=∑√
1

𝑛2
⋅
𝑘

𝑛

𝑛

𝑘=1

=
𝑛>0

∑
1

𝑛
⋅ √
𝑘

𝑛

𝑛

𝑘=1

=∑
1

𝑛
⋅ 𝑓 (

𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=1

 

𝑓(𝑥)שר  כא = √𝑥דרה הוא: , אזי גבול הס[0,1]ציפה בקטע  רציה זו . כיוון שפונק 

∫ √𝑥𝑑𝑥
1

0

= [
1

1.5
⋅ 𝑥1.5]

0

1

=
1√1

1.5
− 0 =

1

1.5
=
2

3
 

 

קרבו את  .  ב
𝑒

√𝑒
ℎל  כדי שגיאה ש עד  =

1

100
 . 

 

 פתרון: 

 עלינו לקרב את: 

𝑒

√𝑒
= √𝑒 = 𝑒0.5 

𝑓(𝑥)ציה  ור של הפונקום טיילפולינלפי   חשבנ = 𝑒𝑥ה  צוימ , סביב הנקודה ה𝑎 = בנק' הרצוייה  ו 0

𝑥 = 0.5 . 

 :𝑛נדע כי לכל  בכדי לחשב את השגיאה, 

𝑓(𝑛) = 𝑒𝑥 

0קיים    𝑛לפיכך, לכל   < 𝑐 <  ך שמתקיים כי: כ 0.5

|𝑅𝑛(0.5)| = |
𝑒𝑐(0.5 − 0)𝑛+1

(𝑛 + 1)!
| =

𝑒𝑐

2𝑛+1(𝑛 + 1)!
≤

𝑒1

2𝑛+1(𝑛 + 1)!
≤

3

2𝑛+1(𝑛 + 1)!
<

1

100
 

𝑛קל לראות כי עבור   =  לכן:  וש. בל הדרנק 3פ"ט מסדר  הנ"ל מתקיים )איזו הקלה!( ולכן עבור   3

𝑃3(𝑒
𝑥, 0)(𝑥) = 1 + 𝑥 +

𝑥2

2
+
𝑥3

6
 

𝑥יב  די קל(. נצ ת זאת במבחן אבל זהלהראו)יש  =  נקבל: ו 0.5

√𝑒 ≈ 1 +
1

2
+

1
4
2
+

1
8
6
= 1.6458333… 


