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 100יעוגל ל  100מעל כל ציון     לות ענו על כל השא    נק'   20משקל כל שאלה:   

 

 גבולות הבאים: חשבו את ה  .1

lim .א
𝑥→0

(𝑒3𝑥−1)
3
(2−𝑒2𝑥)

2

(1−cos(5𝑥)) ln(1+7𝑥)
 

 

 פתרון: 

 :WIN  עיקרוןיעזר בנ

lim
𝑥→0

(𝑒3𝑥 − 1)3(2 − 𝑒2𝑥)2

(1 − cos(5𝑥)) ln(1 + 7𝑥)
= lim
𝑥→0

(𝑒3𝑥 − 1)3

(3𝑥)3⏟      
→1

⋅
(5𝑥)2

1 − cos(5𝑥)⏟        
→2

⋅
7𝑥

ln(1 + 7𝑥)⏟      
→1

⋅
(2 − 𝑒2𝑥)2 ⋅ (3𝑥)3

7𝑥 ⋅ (5𝑥)2
 

= 2 ⋅
(2 − 1)2 ⋅ 27

7 ⋅ 25
=
2 ⋅ 27

7 ⋅ 25
 

 עים. בגבולות ידול פונקציות רציפות  ש זאת עקב הצבה 

 

lim .ב
𝑥→𝜋
(− cos(𝑥))

1

𝑥−𝜋 

 

 פתרון: 

 :𝑒-. ניעזר בכלל ה∞1ובר במקרה של  דמ

lim
𝑥→𝜋
(− cos(𝑥))

1
𝑥−𝜋 = 𝑒

lim
𝑥→𝜋

−cos(𝑥)−1
𝑥−𝜋  

 חשב את חזקת המעריך: נ

lim
𝑥→𝜋

−cos(𝑥) − 1

𝑥 − 𝜋
=

L'Hopital
lim
𝑥→𝜋

−sin(𝑥)

1
→ 0 

 הגבול הינו:  ולכן

𝑒0 = 1 

 

lim .ג
𝑛→∞

2√𝑛

𝑛
 

 

 פתרון: 

𝑡ציב  נ = √𝑛  :ולכן 

lim
𝑛→∞

2√𝑛

𝑛
=
𝑡=√𝑛

lim
𝑡→∞

2𝑡

𝑡
= lim
𝑡→∞

𝑒𝑡 ln(2)

𝑡
= lim
𝑡→∞

(𝑒𝑡)ln(2)

𝑡1
→ ∞ 

ln(2)כן  הגודל, שפט סדרי לפי מש > ln(1) = 0. 



 

2.  

∫חשבו את   .א sin2(𝑥) 𝑑𝑥. 

 

 פתרון: 

 ריות: יות טריגונומט בזהו ר ניעז

sin2(𝑥) + cos2(𝑥) = 1 → cos2(𝑥) = 1 − sin2(𝑥) 

cos(2𝑥) = cos2(𝑥) − sin2(𝑥)
הצבה 
→  cos(2𝑥) = 1 − 2 sin2(𝑥) 

2 sin2(𝑥) = 1 − cos(2𝑥) 

sin2(𝑥) =
1

2
(1 − cos(2𝑥)) 

 

 ולכן: 

∫sin2(𝑥) 𝑑𝑥 =
1

2
∫(1 − cos(2𝑥))𝑑𝑥 =

1

2
(𝑥 −

1

2
sin(2𝑥)) + 𝐶 

 

∫שבו את  ח .ב
sin(𝑥)

sin2(𝑥)
𝑑𝑥. 

 

 פתרון: 

 קודם ונשים לב כי: מיות שכתבנו יעזר בזהו נ

∫
sin(𝑥)

sin2(𝑥)
𝑑𝑥 = ∫

sin(𝑥)

1 − cos2(𝑥)
𝑑𝑥 

𝑡נציב   = cos(𝑥)  :ולכן 

𝑑𝑡 = − sin(𝑥) 𝑑𝑥 

 באינטגרל: נציב זאת 

= −∫
1

1 − 𝑡2
𝑑𝑡 

 חלקיים את האינטגרנד: נפרק לשברים 

1

1 − 𝑡2
=

1

(1 − 𝑡)(1 + 𝑡)
=

𝐴

1 − 𝑡
+

𝐵

1 + 𝑡
 

 שה מכנה משותף: נע

1 = 𝐴(1 + 𝑡) + 𝐵(1 − 𝑡) 

𝑡נציב   =  ונקבל:  1

1 = 2𝐴 

𝐴 =
1

2
 



𝑡כעת נציב   =  ונקבל:  1−

1 = 2𝐵 

𝐵 =
1

2
 

 ה"כ: בסו

−∫
1

1 − 𝑡2
𝑑𝑡 = −

1

2
(∫

1

1 − 𝑡
𝑑𝑡 + ∫

1

1 + 𝑡
𝑑𝑡) = −

1

2
(ln|1 + 𝑡| − ln|1 − 𝑡|) + 𝐶 

= −
1

2
(ln(1 + cos(𝑥)) − ln(1 − cos(𝑥))) + 𝐶 

cos(𝑥)ב מדוע אין צורך בערך המוחלט, כיוון ש  הערה: שימו ל ≤  .𝑥לכל   1

 

 

3.  

ln(1צאו כמה פתרונות יש למשוואה מ .א + 𝑒𝑥) = 2𝑥 − 𝑒𝑥. 

 

 פתרון: 

 יה: נבנה פונקצנעביר אגף ו

ℎ(𝑥) = ln(1 + 𝑒𝑥) − 2𝑥 + 𝑒𝑥 

 .ℎמצא כמה שורשים יש לפונקציה ונ

 :ℎזור את  נג

ℎ′(𝑥) =
𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥
− 2 + 𝑒𝑥 =

𝑒𝑥 − 2 − 2𝑒𝑥 + 𝑒𝑥 + 𝑒2𝑥

1 + 𝑒𝑥
=
𝑒2𝑥 − 2

1 + 𝑒𝑥
 

 רת. גזוס הנ, מתקיים כי נקודות הקיצון היחידות יהיו נק' איפ גזירה בכל הקטע ℎיוון ש  כ

 : נשווה את הנגזרת לאפס

𝑒2𝑥 − 2

1 + 𝑒𝑥
= 0 

𝑒2𝑥 = 2 

2𝑥 = ln(2) 

𝑥 =
ln(2)

2
 

 אבל, נשים לב כי: 

ℎ (
ln(2)

2
) = ln(1 + √2) − ln(2) + √2 > 0 

)הערה: שימו לב כי  
ln(2)

2
= ln(√2)) 

1  שכן + √2 >  , שהרי: 2

1 + √2 > 1 + √1 = 2 

𝑥ית השורש עולה לכל  )שהרי פונקצי ≥ 0) 



𝑥לכל   ממש אף היא עולה ln(𝑥)פונקציית  ומכיוון ש  > ln(1, מתקיים כי  0 + √2) − ln(2) > סך הכל  וב 0

 . )ממש( קיבלנו גודל חיובי

ℎ(𝑥)  מתקיים כי ,𝑥י לכל  מע כמכאן מש ≥ ℎ (
ln(2)

2
) > למשוואה    ונותאין פתרדהיינו  –שורשים כלל ולכן אין  0

 . כלל

 

ln(1כמה פתרונות יש למשוואה צאו מ .ב + 𝑒𝑥) = 2𝑥 + 𝑒𝑥. 

 

 פתרון: 

 יה: פונקצף ונבנה  נעביר אג

ℎ(𝑥) = ln (1 + 𝑒𝑥)⏟    
<0

− 2𝑥 − 𝑒𝑥 

 היא כמות הפתרונות למשוואה.  ℎשים של  ת השורכמולכן 

 .ℝבכל   – גזירה, כצירוף גזירותוכן   רציפה )כצירוף רציפות( ℎ(𝑥)יו כי  ר עכשנשים לב, כב 

 :ℎנגזור את  

ℎ′(𝑥) =
𝑒𝑥

1 + 𝑒𝑥
− 2 − 𝑒𝑥 =

𝑒𝑥 − 2 − 𝑒𝑥 − 𝑒𝑥 − 𝑒2𝑥

1 + 𝑒𝑥
=
−𝑒2𝑥 − 𝑒𝑥 − 2

1 + 𝑒𝑥
= −

𝑒2𝑥 + 𝑒𝑥 + 2

1 + 𝑒𝑥
 

 ת:נקודות איפוס של הנגזר ק  נבדו

𝑒2𝑥 + 𝑒𝑥 + 2

1 + 𝑒𝑥
= 0 

𝑒2𝑥 + 𝑒𝑥 + 2 = 0 

𝑡נציב   = 𝑒𝑥  :ולכן 

𝑡2 + 𝑡 + 2 > 0 

לשכוח את המינוס( ומכאן שיש לכל  )לא  𝑥ית לכל  שליל ℎשל   ת הנגזר לכן  ת למשוואה הזו!תרונו אבל אין פ

 .ℎציה  שורש אחד לפונקהיותר 

 

 מצד שני: 

ℎ(0) = ln(1 + 1) − 1 = ln(2) − 1 

ln(2)אבל   < ln(𝑒) = ℎ(0)( ולכן  𝑥עולה ממש לכל   ln(𝑥))שהרי   1 ≤ 0. 

 וכן: 

lim
𝑥→−∞

ℎ(𝑥) = lim
𝑥→−∞

ln(1 + 𝑒𝑥)⏟      
→ln(1)=0

− 2𝑥⏟
→−∞

− 𝑒𝑥⏟
→0

= ∞ 

𝑑ולכן קיימת נקודה   < ℎ(𝑑)  כך ש: 0 > 0. 

𝑐לפי ערך הביניים, קיימת נקודה   - ℝרציפה בכל   ℎוון ש  כעת, מכי  ∈ [𝑑, ℎ(𝑐)כך ש  [0 = 0. 

 פתרון אחד.  שאומר כי למשוואה יש בדיוקמה  –בדיוק שורש אחד  ℎלפונקציה  לכן, יש  

 

𝑔(𝑥)ונביט ב 𝑥0רה בנק'  גזי קציה הפונ 𝑓הי  ת .4 = 𝑓(𝑥0) + 𝑓
′(𝑥0)(𝑥 − 𝑥0) 

𝑓(𝑥): למשוואה  פריכוהוכיחו או ה  .א = 𝑔(𝑥) ן אחדיש בדיוק פתרו . 



 הפרכה  פתרון:

 : הקבועה נביט בפונקציה 

𝑓(𝑥) = 17 

𝑥0ובפרט בנקודה   ℝ)שגזירה בכל   =  לכן: (. 42

𝑔(𝑥) = 𝑓(42) + 𝑓′(42)(𝑥 − 42) = 17 

17אבל   = 𝑓(𝑥)פתרונות למשוואה  ולכן יש אינסוף   17 = 𝑔(𝑥). 

 

𝑓(𝑥)בה למשוואה   𝑥0פריכו: קיימת סביבה של  וכיחו או ה ה .ב = 𝑔(𝑥) חד. יש בדיוק פתרון א 

 

 הפרכה ון: פתר

 מהדוגמה הקודמת:  )והנקודה( הפונקציה יקח את אותהנ

𝑓(𝑥) = 17 

𝑔(𝑥) = 17 

𝑥0כן לכל סביבה של  ול  = 𝑥יש אינסוף פתרונות, שכן כל   42 ∈ ℝ 17משוואה  מהווה פתרון ל = 17. 

 

 . עצמו תמיד הוא  המשיק לקו ישר  אבל שזהו קו ישר. ,𝑥0קודה  בנמשיק למעשה, מדובר כאן במשוואת ה  הערה:

 

𝑎𝑛+1כי   𝑛ת לכל  המקיימ 𝑎𝑛סדרה  הי ת .5 =
6

𝑎𝑛
+ 𝑎1וכי   1 = . נסמן את סדרת האיברים במקומות  1

𝑏𝑛הזוגיים   = 𝑎2𝑛. 

 מונוטונית.  𝑏𝑛הוכיחו כי   .א

 

 פתרון: 

 .𝑏𝑛נוסחה רקורסיבית עבור    תחילה נכתוב

𝑏𝑛+1 = 𝑎2𝑛+2 =
6

𝑎2𝑛+1
+ 1 =

6

6
𝑎2𝑛

+ 1
+ 1 =

6

6
𝑏𝑛
+ 1

+ 1  

𝑏1וכן:   = 𝑎2 =
6

1
+ 1 = 7. 

 

 . להעו רה מונוטונית היא סד  𝑏𝑛נוכיח כי  

 צ"ל: עי. טב 𝑛יהי  

𝑏𝑛+1 ≤ 𝑏𝑛 

𝑏𝑛+1 − 𝑏𝑛 ≤ 0 

6

6
𝑏𝑛
+ 1

+ 1 − 𝑏𝑛 ≤ 0 



𝑏𝑛נוכיח בסוף כי   >  להכפיל במכנה:  ולכן ניתן  0

6 +
6

𝑏𝑛
+ 1 − 𝑏𝑛 (

6

𝑏𝑛
+ 1) ≤ 0 

6 +
6

𝑏𝑛
+ 1 − 6 − 𝑏𝑛 ≤ 0 

−𝑏𝑛 + 1 +
6

𝑏𝑛
≤ 0 

−𝑏𝑛
2 + 𝑏𝑛 + 6 ≤ 0 

𝑏𝑛
2 − 𝑏𝑛 − 6 ≥ 0 

𝑥 ≤ −2 ∨ 𝑥 ≥ 3 

0כי    , נוכיחכעת < 3 ≤ 𝑏𝑛 קציה על  את באינדוז  .ת()גם מונוטוניות וגם חיוביו ובכך נקבל הדרוש𝑛. 

𝑛אכן, עבור   בסיס: = 𝑏1תקיים כי  מ 1 =  נ"ל. ם המתקיי ואכן 7

𝑛ת. צ"ל עבור  טענה מתקיימ עבורו ה  𝑛יהי   צעד: + 1 . 

 "ל כי: לכן צ

3 ≤ 𝑏𝑛+1 =
6

6
𝑏𝑛
+ 1

+ 1 

 כנה: ם במנכפיל את שני האגפי

18

𝑏𝑛
+ 3 ≤

6

𝑏𝑛
+ 1 + 6 

𝑏𝑛  מתקיים בפרט כי קציה )מהנחת האינדו ≥  כלל המכנה חיובי(. ולכן  0

18 + 3𝑏𝑛 ≤ 6 + 7𝑏𝑛 

12 ≤ 4𝑏𝑛 

3 ≤ 𝑏𝑛 

 ∎משל  

 

 .𝑏𝑛שבו את גבול הסדרה  ח .ב

 

 ון: תרפ

𝑏𝑛ן מתכנסת לגבול סופי  ( ולכ 3)ע"י  גם מונוטונית יורדת וגם חסומה  𝑏𝑛קודם הוכחנו כי  בסעיף ה → 𝐿 ∈ ℝ. 

 נשאיף את שני צידי נוסחת הנסיגה: 

𝐿 ← 𝑏𝑛+1 =
6

6
𝑏𝑛
+ 1

+ 1 →
6

6
𝐿
+ 1

+ 1 

 : וכעת

𝐿 =
6

6
𝐿
+ 1

+ 1 



6 + 𝐿 = 6 +
6

𝐿
+ 1 

6𝐿 + 𝐿2 = 6𝐿 + 6 + 𝐿 

𝐿2 − 𝐿 − 6 = 0 

𝐿 = −2,3 

3נשים לב כי   ≤ 𝑏𝑛   לא ייתכן כי  ולכן𝑏𝑛 → 𝑏𝑛י  תקיים כ מכאן חייב לה . 2− → 𝐿 = 3. 

 

6.  

 סדרה ת גבול החשבו א .א

𝑎𝑛 =∑
1

𝑛 + 𝑘

𝑛

𝑘=1

 

 

 פתרון: 

 י: נשים לב כ 

𝑎𝑛 =∑
1

𝑛 + 𝑘

𝑛

𝑘=1

=∑
1

𝑛 (1 +
𝑘
𝑛
)

𝑛

𝑘=1

=∑
1

𝑛
⋅ 𝑓 (

𝑘

𝑛
)

𝑛

𝑘=1

 

𝑓(𝑥)כאשר   =
1

𝑥+1
 ה:מההרצא ולכן לפי משפט סכום רימן [0,1]בקטע    רציפה 𝑓. כמו כן,  

𝑎𝑛 → ∫ 𝑓(𝑥)𝑑𝑥
1

0

= [ln(𝑥 + 1)]0
1 = ln(2) − ln(1) = ln(2) 

 

8√וכיחו כי  ה .ב > 𝑒 . 

 

 פתרון: 

 את בעיה זו, מהמתחכמת ביותר לפחות.  פר דרכים לפתוראציג מס

 

 צדדים חיוביים(. שני הי השוויון )מותר כי את שני אגפ  נעלה בריבוע( 1

8 > 𝑒2 

𝑒בהרצאה כי   נואבל, ראי = 2.8ולכן   …2.71 > 𝑒 . :לכן 

𝑒2 < 2.82 = 7.84 < 8 

 ∎משל  

"לא פורמלי"    כי זה משפט,  פולינום טיילור ממשבעזרת   𝑒יתם מקרבים את  היה רצוי יותר אילו הי הערה:

 ההרצאה. מ

 

 כמו מקודם(:יון )גפי השוו שני א  ( נעלה בריבוע את2

8 > 𝑒2 



של  עד כדי שגיאה  𝑒2את   ונחשב
1

10
 . 

𝑥0סביב הנק'  𝑒𝑥של  פולינום הטיילור פי  ל ננחש  = 0 

𝑓(𝑥) = 𝑒𝑥 

𝑓(𝑛)(𝑥) = 𝑒𝑥 

 היא:  𝑛כעת, השגיאה מסדר  

𝑅𝑛(𝑒
𝑥, 0)(2) = |

𝑒𝑐 ⋅ (2 − 0)𝑛+1

(𝑛 + 1)!
| 

0כאשר   < 𝑐 < 2 

 והרי: 

|
𝑒𝑐 ⋅ (2 − 0)𝑛+1

(𝑛 + 1)!
| ≤

32 ⋅ 2𝑛+1

(𝑛 + 1)!
≤
1

10
 

𝑛קל לראות כי עבור   =  טיילור:  בפולינוםתר הוא להציב  מתקיים הנ"ל ולכן כל שנו 7

𝑃7(𝑒
𝑥, 0)(𝑥) = 1 + 𝑥 +

𝑥2

2
+
𝑥3

3!
+
𝑥4

4!
+
𝑥5

5!
+
𝑥6

6!
+
𝑥7

7!
 

𝑃2(𝑒
𝑥, 0)(2) = 7

8

21
 

 : ולכן

𝑒2 ≤ 7
8

21
+
1

10
= 7

101

210
< 8 

 ∎משל  


