
 )פתרון( 4 תרגיל בית -ה ימבוא לטופולוג        
. 

סדרה -קיימת תת  𝑥𝑥𝑛𝑛-קומפקטי לכן ב   𝑀𝑀רת קושי. דס 𝑥𝑥𝑛𝑛תהי   )א' .1
𝑥𝑥𝑛𝑛𝑘𝑘   המתכנסת לנקודה𝑥𝑥 ∈ 𝑀𝑀.  נוכיח שגם𝑥𝑥𝑛𝑛 ל   מתכנסת-𝑥𝑥. 

𝜀𝜀הי י > 𝐾𝐾אזי קיים . 0 ∈ ℕ כך ש-    𝑘𝑘 ≥ 𝐾𝐾 ⇒ 𝑑𝑑�𝑥𝑥𝑛𝑛𝑘𝑘 , 𝑥𝑥� < 𝜀𝜀
2
 .  (*) 

𝑥𝑥𝑛𝑛 רת קושי לכן קיים דס𝑁𝑁 ∈ ℕ  שכך- 𝑘𝑘,𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁 ⇒ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑘𝑘, 𝑥𝑥𝑛𝑛) < 𝜀𝜀
2

 . (**) 
𝑀𝑀נקח  אם = max {𝐾𝐾,𝑁𝑁} ,מ יאז-:(*)  .𝑀𝑀 ≥ 𝐾𝐾 ⇒  𝑑𝑑�𝑥𝑥𝑛𝑛𝑀𝑀 , 𝑥𝑥� < 𝜀𝜀

2
  𝑛𝑛𝑀𝑀 ≥

𝑀𝑀 ≥ 𝑁𝑁 מ   ים לכן נקבל- :(**) 𝑛𝑛 ≥ 𝑀𝑀 ≥ 𝑁𝑁 ⇒ 𝑑𝑑�𝑥𝑥𝑛𝑛𝑀𝑀 , 𝑥𝑥𝑛𝑛� < 𝜀𝜀
2

 . 
 יון המשולש:ושיו-לפי אי

   𝑛𝑛 ≥ 𝑀𝑀 ⇒ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥) ≤ 𝑑𝑑�𝑥𝑥𝑛𝑛𝑀𝑀 , 𝑥𝑥� + 𝑑𝑑�𝑥𝑥𝑛𝑛𝑀𝑀 , 𝑥𝑥𝑛𝑛� < 𝜀𝜀.   
𝑥𝑥𝑛𝑛 אזי → 𝑥𝑥.מ''צל , 

 
𝑀𝑀אם  )ב' =  ריקהרשת – 𝜀𝜀רשת סופית אפשר לקחת - 𝜀𝜀אז בתור   ∅
 !והכל הוכח 

𝑀𝑀יהי  ≠ חסום לחלוטין. אזי קיים  אינו ב חשהמר )שלילהדרך הבונניח ( ∅
𝜀𝜀 >   .𝑀𝑀 -רשת סופית ב- 𝜀𝜀קיימת   הכך שאינ 0

𝒅𝒅(𝒙𝒙𝒌𝒌,𝒙𝒙𝒎𝒎) -כך ש צורה אינדוקטיביתב 𝑥𝑥𝑛𝑛נבנה סדרה  ≥ 𝜺𝜺   לכל𝒌𝒌 ≠ 𝒎𝒎. 
𝑥𝑥1. קיים האינדוקציה בסיס ∈ 𝑀𝑀  כי𝑀𝑀 ≠ ∅. 

,𝑥𝑥1נקודות   𝑛𝑛 ח שכבר בנינו נני. האינדוקציה צעד   𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝑀𝑀   
,𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑘𝑘 -כך ש 𝑥𝑥𝑚𝑚) ≥ 𝜀𝜀   לכל𝑘𝑘 < 𝑚𝑚 ≤ 𝑛𝑛 . 

,𝐵𝐵(𝑥𝑥1  לפי ההנחה: 𝜀𝜀) ∪ 𝐵𝐵(𝑥𝑥2, 𝜀𝜀) ∪ …∪ 𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝜀𝜀) ⊂ 𝑀𝑀  . 
𝑥𝑥𝑛𝑛+1אזי קיים  ∈ 𝑀𝑀   כך ש- 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑖𝑖 , 𝑥𝑥𝑛𝑛+1) ≥ 𝜀𝜀   לכל𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛  הנחת מו. מזה

,𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑘𝑘 -נובע שהאינדוקציה  𝑥𝑥𝑚𝑚) ≥ 𝜀𝜀 כבר ל םקיימת- 𝑛𝑛 + נקודות   1
𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥𝑛𝑛+1 הסתימה.של הסדרה . הבניה 

. 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑘𝑘מתכנסת   סדרה-מכילה תת  𝑥𝑥𝑛𝑛הסדרה טי קמכיוון שהמרחב קומפ
𝑀𝑀היא גם סדרת קושי ולכן קיים  𝑥𝑥𝑛𝑛𝑘𝑘זא ∈ ℕ כך ש- 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑀𝑀, 𝑥𝑥𝑀𝑀+1) < 𝜀𝜀 .

 .סתירה
 

 רציפה בכל נקודה.  𝑓𝑓 -להוכיח ש מספיק    )א' .2
𝑎𝑎הי ת ∈ 𝑋𝑋 הי וי𝜀𝜀 > 𝛿𝛿אזי קיים  .0 > ,𝑥𝑥1כך שלכל   0 𝑥𝑥2 ∈ 𝑋𝑋 :מתקיים 

   𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) < 𝛿𝛿 ⇒ 𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑓𝑓(𝑥𝑥1),𝑓𝑓(𝑥𝑥2)) < 𝜀𝜀 :ובפרט  
  𝑑𝑑𝑋𝑋( 𝑥𝑥 ,𝑎𝑎) < 𝛿𝛿 ⇒ 𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑓𝑓(𝑥𝑥 ),𝑓𝑓(𝑎𝑎)) < 𝜀𝜀 , ,ז''א𝑓𝑓 רציפה ב- 𝑎𝑎 ,.מצ''ל 

  



 כך  𝑋𝑋 �𝑈𝑈𝑦𝑦�𝑦𝑦∈𝑌𝑌של  קבוצות-תת משפחתתבונן בנ )ב'

𝑈𝑈𝑦𝑦-ש = 𝑓𝑓−1 �𝐵𝐵 �𝑦𝑦, 𝜀𝜀
2
 �� . 

𝐵𝐵  -ו רציפה 𝑓𝑓כי  הפתוח 𝑈𝑈𝑦𝑦כל   �𝑦𝑦, 𝜀𝜀
2
  .פתוחה� 

𝑥𝑥כל ל ∈ 𝑋𝑋:    𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐵𝐵 �𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝜀𝜀
2
𝑥𝑥ולכן  �  ∈ 𝑓𝑓−1 �𝐵𝐵 �𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝜀𝜀

2
 ��.  

  .𝑋𝑋כיסוי פתוח של  𝑈𝑈𝑦𝑦�𝑦𝑦∈𝑌𝑌� -זאת אומרת ש
𝛿𝛿מספר לבג יש  הזהלכיסוי קומפקטי  𝑋𝑋-מכיוון ש >  (ההרצאות).  0

,𝑥𝑥1יהיו  𝑥𝑥2 ∈ 𝑋𝑋 כך ש- 𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) < 𝛿𝛿 אזי .𝑥𝑥2 ∈ 𝐵𝐵(𝑥𝑥1, 𝛿𝛿) לפי הגדרתו .

𝑦𝑦 ת נקודהמקיי מספר לבגשל  ∈ 𝑌𝑌 ש כך- 𝐵𝐵(𝑥𝑥1, 𝛿𝛿) ⊆ 𝑓𝑓−1 �𝐵𝐵 �𝑦𝑦, 𝜀𝜀
2
 �� 

,𝑓𝑓(𝐵𝐵(𝑥𝑥1ולכן  𝛿𝛿)) ⊆ 𝐵𝐵 �𝑦𝑦, 𝜀𝜀
2
𝑓𝑓(𝑥𝑥1),𝑓𝑓(𝑥𝑥2)מזה מקבלים:  .�  ∈ 𝐵𝐵 �𝑦𝑦, 𝜀𝜀

2
 �  

𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑓𝑓(𝑥𝑥1 ),𝑓𝑓(𝑥𝑥2)) -ו ≤ 𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑓𝑓(𝑥𝑥1 ),𝑦𝑦)) + 𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑦𝑦 ,𝑓𝑓(𝑥𝑥2)) < 𝜀𝜀 ,.מצ''ל 
 
𝑝𝑝רציפה,  𝑓𝑓תהי  ⇐ .3 ∈ 𝑋𝑋  ו- 𝑌𝑌 ⊇ 𝑉𝑉 - ה של חסביבה פתו𝑓𝑓(𝑝𝑝) . 

𝑈𝑈 :הגדרתה של פונקציה רציפהלפי  = 𝑓𝑓−1(𝑉𝑉)  - .ברור גם   קבוצה פתוחה
𝑝𝑝 -ש ∈ 𝑈𝑈. וסופית :𝑓𝑓(𝑈𝑈) = 𝑓𝑓�𝑓𝑓−1(𝑉𝑉)� = 𝑉𝑉 . לכן𝑓𝑓  רציפה בנקודה𝑝𝑝. 
𝐵𝐵ותהי  𝑋𝑋רציפה בכל נקודה של  𝑓𝑓תהי  . ⇒ ⊆ 𝑌𝑌 .נוכיח  פתוחה 
𝐴𝐴 -ש = 𝑓𝑓−1(𝐵𝐵) .לפי הנחה לכל  פתוחה𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴   קיימת סביבה פתוחה𝑈𝑈𝑎𝑎 

𝑓𝑓(𝑈𝑈𝑎𝑎) -שכך  𝑎𝑎של  ⊆ 𝐵𝐵. לפי הגדרה של ( מזה נובע(𝐴𝐴  𝑈𝑈𝑎𝑎 ⊆ 𝐴𝐴.  לפי
𝐴𝐴הלמה השימושית (ההרצאות)  =∪𝑎𝑎∈𝐴𝐴 𝑈𝑈𝑎𝑎.   לכן𝐴𝐴 כאיחוד קבוצות  פתוחה

  .רציפה 𝑓𝑓אז  ו פתוחות
 

𝑆𝑆אם  .𝜏𝜏𝑇𝑇-ב  𝑇𝑇סמן טופולוגיה של מרחב טופולוגי נ )א' .4 ⊆ 𝑇𝑇   
 לוגיה המושרת ונסמן  את הטופ  𝑇𝑇טופולוגי של  מרחב-תת

𝜏𝜏𝐴𝐴𝐵𝐵𝑋𝑋  -ש צריך להוכיח לפי הסימון הזה אז .𝜏𝜏𝑆𝑆𝑇𝑇-ב   𝑆𝑆 -ל 𝑇𝑇 -מ = 𝜏𝜏𝐴𝐴𝑋𝑋. 
⊆ . 

𝑈𝑈 ∈ 𝜏𝜏𝐴𝐴𝐵𝐵𝑋𝑋  ⇒ ∃𝑉𝑉 ∈ 𝜏𝜏𝐵𝐵𝑋𝑋:𝑈𝑈 = 𝐴𝐴 ∩ 𝑉𝑉  
𝑉𝑉 ∈ 𝜏𝜏𝐵𝐵𝑋𝑋 ⇒ ∃𝑊𝑊 ∈ 𝜏𝜏𝑋𝑋: 𝑉𝑉 = 𝐵𝐵 ∩𝑊𝑊 

𝑈𝑈 = 𝐴𝐴 ∩  𝐵𝐵 ∩𝑊𝑊 = 𝐴𝐴 ∩𝑊𝑊 ⇒  𝑈𝑈 ∈ 𝜏𝜏𝐴𝐴𝑋𝑋 
⊇ . 

𝑈𝑈 ∈ 𝜏𝜏𝐴𝐴𝑋𝑋 ⇒ ∃𝑊𝑊 ∈ 𝜏𝜏𝑋𝑋: 𝑈𝑈 = 𝐴𝐴 ∩𝑊𝑊 = (𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵) ∩𝑊𝑊 = 𝐴𝐴 ∩ (𝐵𝐵 ∩𝑊𝑊) 
𝐵𝐵 ∩𝑊𝑊 ∈ 𝜏𝜏𝐵𝐵𝑋𝑋 ⇒  𝑈𝑈 = 𝐴𝐴 ∩ (𝐵𝐵 ∩𝑊𝑊) ∈ 𝜏𝜏𝐴𝐴𝐵𝐵𝑋𝑋   

 



 
𝑋𝑋 ⇐ 𝐴𝐴 -בפתוחה  𝐹𝐹𝑐𝑐. אזי 𝑋𝑋 -סגורה ב 𝐹𝐹הי ת )ב' ∩  𝐹𝐹𝑐𝑐  בפתוחה- 𝐴𝐴 לפי

אז 𝐴𝐴 -ב 𝐹𝐹את המשלים של  𝐹𝐹𝑐𝑐𝐴𝐴-ם נסמו במרחב. א-הגדרת טופולוגיה בתת
𝐴𝐴 נקבל: ∩  𝐹𝐹𝑐𝑐 = 𝐴𝐴 − 𝐹𝐹 = 𝐹𝐹𝑐𝑐𝐴𝐴 לפי  𝐴𝐴 -סגורה ב 𝐹𝐹ולכן 𝐴𝐴 -בפתוחה   

 ההגדרה.
 

𝐴𝐴 -אפשר להגיד ש מהתנאי )'ג − 𝐹𝐹   בפתוחה- 𝐴𝐴 ו-𝐴𝐴𝑐𝑐  פתוחה ב- 𝑋𝑋 . 
  :לפי חישוב (תורת הקבוצות) אבל 

𝐹𝐹𝑐𝑐 = 𝐹𝐹𝑐𝑐 ∩ 𝑋𝑋 = 𝐹𝐹𝑐𝑐 ∩ (𝐴𝐴 ∪ 𝐴𝐴𝑐𝑐) = (𝐹𝐹𝑐𝑐 ∩ 𝐴𝐴) ∪ (𝐹𝐹𝑐𝑐 ∩ 𝐴𝐴𝑐𝑐) = (𝐴𝐴 − 𝐹𝐹) ∪ 𝐴𝐴𝑐𝑐 
  𝑋𝑋-פתוחה ב 𝑈𝑈קיימת   𝐴𝐴 מרחב -תתלוגית ופי הגדרת טופל

𝐴𝐴 -כך ש − 𝐹𝐹 = 𝑈𝑈 ∩ 𝐴𝐴 . 
𝐹𝐹𝑐𝑐אזי  = (𝑈𝑈 ∩ 𝐴𝐴) ∪ 𝐴𝐴𝑐𝑐 = (𝑈𝑈 ∪ 𝐴𝐴𝑐𝑐) ∩ 𝑋𝑋 = 𝑈𝑈 ∪ 𝐴𝐴𝑐𝑐  

 .𝑋𝑋 -סגורה ב 𝐹𝐹 אזי .𝑋𝑋-פתוחה ב 𝐹𝐹𝑐𝑐 כןלו
 

𝐵𝐵יהי:   .5 ⊆ 𝑌𝑌 ו-𝜎𝜎2 𝐵𝐵 𝐵𝐵אזי .  ∋ ∈ 𝜎𝜎1 ולפי הגדרת הרציפות 
𝑓𝑓−1(𝐵𝐵) ∈ 𝜏𝜏1 . אז לפי התנאים𝑓𝑓−1(𝐵𝐵) ∈ 𝜏𝜏2 . לפי הגדרת הרציפות

𝑓𝑓: (𝑋𝑋, 𝜏𝜏2) → (𝑌𝑌,𝜎𝜎2) .רציפה 
 

:𝑓𝑓פונקציה  נגדיר .6 [0,∞) → 𝑓𝑓(𝑥𝑥)     -כך ש   [0,1) = 1
1+𝑥𝑥

𝑥𝑥לכל  ≥ 0. 
0 -ברור ש( < 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≤ 𝑥𝑥כאשר  1 ≥ , או הומאומורפיזם 𝑓𝑓-נוכיח ש .)0

:𝑔𝑔ונקציה פ גדירנ ,מפורט יותר (0,1] →  :ונוכיח  (∞,0]
)a( 𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓 = 𝐼𝐼𝑑𝑑[0,∞)  
)b(    𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 = 𝐼𝐼𝑑𝑑(0,1]    
)c(    שתי הפונקציות𝑓𝑓,𝑔𝑔   רציפות   

 

𝑔𝑔(𝑦𝑦)י הת = 1
𝑦𝑦
− 0 -ש ברור . אז1 ≤ 𝑔𝑔(𝑦𝑦)  0לכל < 𝑦𝑦 ≤ 1. 

(𝑎𝑎) ⇐ 𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔�𝑓𝑓(𝑥𝑥)� =
1
1

1 + 𝑥𝑥
− 1 = 1 + 𝑥𝑥 − 1 = 𝑥𝑥 

(𝑏𝑏) ⇐ 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔(𝑦𝑦) = 𝑓𝑓�𝑔𝑔(𝑦𝑦)� =
1

1 + 𝑔𝑔(𝑦𝑦) =
1

1 + 1
𝑦𝑦 − 1

= 𝑦𝑦 

ה של קבוצה שתמונה הפוכ חכדי להוכיח שפונקציה רציפה צריך להוכי
ופלוגיות בשני המרחבים מושרות טא קבוצה פתוחה. אבל היפתוחה 

 . ℝ -ב  𝑑𝑑   מטריקה הרגילההעל ידי    ℝמהמרחב האוקלידי 
  :חצריך להוכילכן 



 
• 𝑓𝑓−1(𝑉𝑉) (∞,0]) מטרי מרחב ב קבוצה פתוחה,𝑑𝑑)    אם𝑉𝑉 פתוחה  
  חלהוכימספיק , זאת אומרת  (𝑑𝑑,[0,1)) מטרי מרחב ב
:𝑓𝑓-ש ([0,∞),𝑑𝑑) → ((0,1],𝑑𝑑)   במובן מרחבים מטריים.רציפה 
• 𝑔𝑔−1(𝑈𝑈) מטרי מרחב ב קבוצה פתוחה ((0,1],𝑑𝑑) אם𝑈𝑈 פתוחה  
  חלהוכימספיק , זאת אומרת  (𝑑𝑑,(∞,0]) מטרי מרחב ב
:𝑔𝑔-ש ((0,1],𝑑𝑑) → ([0,∞),𝑑𝑑)   מרחבים מטריים.במובן רציפה 

 סדרות:גנון ר לקבל בסאפש חרונותההוכחות האעכשיו   

𝑥𝑥𝑛𝑛 ≥ 0,𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑥𝑥 ⇒ 1
1+𝑥𝑥𝑛𝑛

→ 1
1+𝑥𝑥 ∈ (0,1]  , 

 .רציפה𝑓𝑓  לכן   
0 < 𝑦𝑦𝑛𝑛 ≤ 1, 𝑦𝑦𝑛𝑛 → 𝑦𝑦 ⇒ 1

𝑦𝑦𝑛𝑛
− 1 → 1

𝑦𝑦
− 1 ∈ [0,∞)  , 

 .רציפה𝑔𝑔  לכן 
(𝑏𝑏) (𝑐𝑐) אבל  .(c)כחנו גם את וה ∧ ⇐ (𝑎𝑎) ∧   𝑓𝑓) הרצאההומאומורפיזם(. 

 
 


