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   תש"ף  2אינפי  88-133  – מועד א' מבחן פתרון 

 . 100יעוגל ל 100נק', ענו על כל השאלות. כל ציון מעל  22חומר עזר: מחשבון פשוט בלבד. משקל כל שאלה 

 מרצה: ד"ר ארז שיינר.  משך המבחן: שלוש שעות.

 חשבו את האינטגרלים הבאים:  .1

∫ .א
𝑥5+3𝑥4+5𝑥3+7𝑥2+4𝑥+2

(𝑥+1)2(𝑥2+1)
𝑑𝑥 = ∫ [𝑥 + 1 +

𝑥

𝑥2+1
+

1

(𝑥+1)2] 𝑑𝑥 =
𝑥2

2
+ 𝑥 +

1

2
ln(𝑥2 + 1) −

1

𝑥+1
+ 𝐶   

∫ב.   .ב
1

1+√𝑥
𝑑𝑥 = {

𝑡 = 1 + √𝑥

𝑥 = (𝑡 − 1)2

𝑑𝑥 = 2(𝑡 − 1)𝑑𝑡

} = ∫
2(𝑡−1)

𝑡
𝑑𝑡 = ∫ (2 −

2

𝑡
) 𝑑𝑡 = 2𝑡 − 2 ln|𝑡| + 𝐶 = 

= 2(1 + √𝑥) − 2 ln(1 + √𝑥) + 𝐶 

 

 קבעו האם האינטגרלים הבאים מתכנסים:  .2

∫ .א
sin(𝑥)

𝑥2 𝑑𝑥
∞

0
 

 נחלק את האינטגרל לשני חלקים

∫
sin(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥

1

0

,     ∫
sin(𝑥)

𝑥2
𝑑𝑥

∞

1

 

∫גרל האינט
sin(𝑥)

𝑥2 𝑑𝑥
1

0
limחיובי, וכיוון ש       

𝑥→0+

sin(𝑥)

𝑥2

1

𝑥

= ∫המתבדר האינטגרל  להוא חבר ש 1
1

𝑥
𝑑𝑥

1

0
 . 

 דוק את השני., ואין צורך לבמתבדרל זה מתבדר, ולכן גם האינטגרל בשאלה כולו לכן אינטגר

 בדרות.( לא יכול לבטל את ההת רמקטע אחינטגרל אעשויים לבטל זה את זה, אבל   עבאותו קטגרלים )שני אינט

∫ .ב
sin(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

∞

0
 

 נחלק את האינטגרל לשני חלקים

∫
sin(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

1

0

,     ∫
sin(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

∞

1

 

limוון  כי
𝑥→0+

sin(𝑥)

𝑥
=  האינטגרל השמאלי הוא אמיתי. 1

 אינו בכיתה.לה, כפי שרהאינטגרל הימני מתכנס לפי דיריכ

 .מתכנסלכן סה"כ האינטגרל 

 

 



ℎהבאים עד כדי שגיאה של   אינטגרליםקרבו את ה .3 =
1

100
. 

∫ .א
sin(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

1

0
 

 טיילור כמובן רי נעזר בטו

sin(𝑥) = ∑
(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!
𝑥2𝑛+1

∞

𝑛=0

 

sin(𝑥)

𝑥
= ∑

(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)!
𝑥2𝑛

∞

𝑛=0

 

∫
sin(𝑥)

𝑥
𝑑𝑥

1

0

= ∑
(−1)𝑛

(2𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)!
≈ 1 −

1

3 ⋅ 3!

∞

𝑛=0

 

עד ולא כולל האיבר הראשון שקטן  סכמנו( פיםאיברים בגודל שקטן ושואף לאפס, עם סימנים מתחלכיוון שמדובר בטור לייבניץ )

 מהשגיאה. 

∫ .ב 𝑥2𝑒𝑥2
𝑑𝑥

1

0
 

𝑒𝑥 = ∑
𝑥𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

𝑒𝑥2
= ∑

𝑥2𝑛

𝑛!

∞

𝑛=0

 

𝑥2𝑒𝑥2
= ∑

𝑥2𝑛+2

𝑛!

∞

𝑛=0

 

∫ 𝑥2𝑒𝑥2
𝑑𝑥

1

0

= ∑
1

(2𝑛 + 3)𝑛!

∞

𝑛=0

=
1

3
+

1

5 ⋅ 1!
+

1

7 ⋅ 2!
+ ⋯ +

1

(2𝑘 + 3) ⋅ 𝑘!
+ ∑

1

(2𝑛 + 3)𝑛!

∞

𝑛=𝑘+1

 

| ∑
1

(2𝑛 + 3)𝑛!

∞

𝑛=𝑘+1

| ≤
1

2(𝑘 + 1) + 3
∑

1

2𝑛−1

∞

𝑛=𝑘+1

=
1

2(𝑘 + 1) + 3
⋅

1

2𝑘
⋅

1

1 −
1
2

=
1

2(𝑘 + 1) + 3
 ⋅

1

2𝑘−1
 

 נים הבאים: מתקיים בזכות שני האי שיוויו, והאי שיוויון כום טור הנדסיחוסם כסחישבנו את סכום הטור ה 

1

(2𝑛 + 3)𝑛!
≤

1

2(𝑘 + 1) + 3
, 𝑛! ≥ 2𝑛−1 

𝑘לכן עבור   =  ק ולכןהשגיאה בוודאות קטנה מספי 4

∑
1

(2𝑛 + 3)𝑛!

∞

𝑛=0

≈
1

3
+

1

5 ⋅ 1!
+

1

7 ⋅ 2!
+

1

9 ⋅ 3!
+

1

11 ⋅ 4!
 



 

 יהי טור פונקציות .4

𝑓(𝑥) = ∑ 𝑛𝑒−𝑛𝑥2

∞

𝑛=1

 

)הוכיחו כי  .א )f x  0)פונקציה רציפה בכל, ∞) . 

 קנה מיידית מחישוב הפונקציה בסעיף ב', אך נראה כיצד היה ניתן לפתור סעיף זה גם ללא סעיף ב. אמנם זו מס

 ש תבטיח שפונקצית הגבול רציפה."כיוון שמדובר בטור של פונקציות רציפות, התכנסות במ

,0)התכנסות במ"ש בכל הקטע   אין  אמנם 𝑎, אך לכל נקודה (∞ ∈ (0, )"ש בקטע סות במנראה התכנ (∞
𝑎

2
,  ולל את הנקודה.שכ (∞

𝑎תהי   ∈ (0, 𝑥לכל  , אזי(∞ ∈ (
𝑎

2
,  מתקיים כי (∞

|∑ 𝑛𝑒−𝑛𝑥2

∞

𝑛=1

| = ∑
𝑛

𝑒𝑛𝑥2

∞

𝑛=1

≤ ∑
𝑛

𝑒
𝑛(

𝑎
2

)
2

∞

𝑛=1

 

)ס במ"ש בקטע ות מתכנלכן טור הפונקציתכנס, וזה מ  חיובי שטור בחני השוואה()או מ עות מבחן השורשבאמצקל להראות 
𝑎

2
, ∞) 

 של ווירשטראס.   Mבחן הלפי מ

 .𝑎ובפרט בנקודה  ת הגבול רציפה בקטע זה, כן פונקציל

 

  )ניתן לפתור את סעיף זה קודם.( .𝑓(𝑥)שבו את  ח .ב

 פש טור חזקות קרוב, ונעזר בו.נח

1

1 − 𝑥
= ∑ 𝑥𝑛

∞

𝑛=0

 

 . נגזור(1,1−)בתחום  

1

(1 − 𝑥)2
= ∑ 𝑛𝑥𝑛−1

∞

𝑛=1

 

𝑥

(1 − 𝑥)2
= ∑ 𝑛𝑥𝑛

∞

𝑛=1

 

𝑒−𝑥2נציב כעת 
𝑒−𝑥2|"ם  תכנס אםשהטור מ ונקבל  

| < 𝑥כלומר  1 ≠ 0 

𝑒−𝑥2

(1 − 𝑒−𝑥2)
2 = ∑ 𝑛𝑒−𝑛𝑥2

∞

𝑛=1

 



 

  ממש מונוטונית עולה 𝑓𝑛(𝑥)הפונקציה   𝑛, כך שלכל 𝑓(𝑥)לפונקצית הגבול  ℝהמתכנסת בכל   𝑓𝑛(𝑥)תהי סדרת פונקציות  .5

 .ℝ ב

 .ℝמונוטונית עולה ב 𝑓(𝑥)הוכיחו/הפריכו:  .א

𝑥1יהיו  < 𝑥2 ∈ ℝ. 

 קיים כי מת 𝑛לכל 

𝑓𝑛(𝑥1) < 𝑓𝑛(𝑥2) 

 ולכן 

lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥1) ≤ lim
𝑛→∞

𝑓𝑛(𝑥2) 

 לכן אכן 

𝑓(𝑥1) ≤ 𝑓(𝑥2) 

 ת הגבול אכן עולה.כלומר פונקצי

 .ℝמונוטונית עולה ממש ב  𝑓(𝑥)וכיחו/הפריכו: ה .ב

 הפרכה: 

𝑓𝑛(𝑥) =
𝑥

𝑛
 

 יא סדרת פונקציות של ישרים עם שיפוע חיובי, ואכן כולם עולים ממש. ה

𝑓(𝑥)  הישר היאקל לראות שפונקצית הגבול  אך =  והיא אינה עולה ממש.  0

 

𝑓𝑛(𝑥)הערת אגב: סדרת הפונקציות  =
arctan(𝑥)

𝑛
 מהווה הפרכה, ואף מתכנסת במ"ש בכל הממשיים.  

 זכורת:  ת

𝑥1אם לכל  ℝ פונקציה נקראת מונוטונית עולה ב < 𝑥2 ∈ ℝ   מתקיים כי𝑓(𝑥1) ≤ 𝑓(𝑥2). 

𝑥1אם לכל  ℝ פונקציה נקראת מונוטונית עולה ממש ב   < 𝑥2 ∈ ℝ  מתקיים כי𝑓(𝑥1) < 𝑓(𝑥2) . 


