
 פתרון - 4 בית תרגיל -מבוא לטופולוגיה  
 

𝑓𝑓:𝑋𝑋   -קבוצות ו 𝑋𝑋,𝑌𝑌 יהיו  .1 → 𝑌𝑌  .העתקה 
 כלשהי   טופולוגיה 𝑄𝑄-ו 𝑋𝑋טופולוגיה דיסקרטית על   𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑אם  א' הוכיחו:

:𝑓𝑓אז   𝑌𝑌על  (𝑋𝑋,𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑) → (𝑌𝑌,𝑄𝑄) .רציפה 
 

 הוכחה.
 פתוחה. כה של תמונה פתוחה היא תמונהנוכיה שתמונה הפו

𝑈𝑈 תהי ∈ 𝑄𝑄 אזי .𝑓𝑓−1(𝑈𝑈) ⊆ 𝑋𝑋 לכן .𝑓𝑓−1(𝑈𝑈) ∈ 𝑇𝑇𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑𝑑   כל הטופולוגיה
פתוחה,  𝑓𝑓−1(𝑈𝑈)לכן . 𝑋𝑋הדיסקרטיט מכילה את כל תת הקבוצות של 

 מש''ל.
 

 טריוויאלית   טופולוגיה 𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡-ו 𝑋𝑋טופולוגיה כלשהי על   𝑇𝑇אם  ב' הוכיחו
:𝑓𝑓אז   𝑌𝑌על  (𝑋𝑋,𝑇𝑇) → (𝑌𝑌,𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡) .רציפה 

 
 הוכחה.

 נוכיה שתמונה הפוכה של תמונה פתוחה היא תמונה פתוחה.
𝑈𝑈 תהי ∈ 𝑄𝑄𝑡𝑡𝑡𝑡𝑑𝑑𝑡𝑡 אזי .𝑈𝑈 = 𝑌𝑌או   ∅ = . 
𝑈𝑈אם  = 𝑓𝑓−1(𝑈𝑈)אז  ∅ =  פתוחה. 𝑓𝑓−1(𝑈𝑈)לכן   ∅
𝑈𝑈אם  = 𝑌𝑌  אז𝑓𝑓−1(𝑈𝑈) = 𝑋𝑋   לכן𝑓𝑓−1(𝑈𝑈) .פתוחה 

 רציפה, מש''ל. 𝑓𝑓ן פתוחה. לכ 𝑈𝑈 ,𝑓𝑓−1(𝑈𝑈)אז אם 
 

𝑇𝑇1 -כך ש 𝑋𝑋שתי טופולוגיות על    𝑇𝑇1,𝑇𝑇2יהיו  ג' ⊆ 𝑇𝑇2   
𝑄𝑄1-כך ש𝑌𝑌 שתי טופולוגיות על  𝑄𝑄1,𝑄𝑄2ויהיו  ⊆ 𝑄𝑄2. 

:𝑓𝑓אם  הוכיחו: (𝑋𝑋,𝑇𝑇1) → (𝑌𝑌,𝑄𝑄2)  רציפה אז 
:𝑓𝑓גם   (𝑋𝑋,𝑇𝑇2) → (𝑌𝑌,𝑄𝑄1) .רציפה 

 הוכחה.
𝐵𝐵יהי:   ⊆ 𝑌𝑌 ו-𝑄𝑄1 𝐵𝐵 𝐵𝐵. אזי  ∋ ∈ 𝑄𝑄2 ולפי הגדרת הרציפות 

𝑓𝑓−1(𝐵𝐵) ∈ 𝑇𝑇1 אז לפי התנאים .𝑓𝑓−1(𝐵𝐵) ∈ 𝑇𝑇2 .לפי הגדרת הרציפות ו 
𝑓𝑓: (𝑋𝑋,𝑇𝑇2) → (𝑌𝑌,𝑄𝑄1) .רציפה 

 



 
𝑀𝑀1 -שני מרחבים מטריים כך ש  𝑀𝑀1,𝑀𝑀2יהיו . 2 ≅ 𝑀𝑀2 . כמרחבים טופולוגיים 

 קומפקטי. 𝑀𝑀2פקטי אם''ם קומ 𝑀𝑀1-ש הוכיחו
 

 .הוכחה
𝑓𝑓:𝑀𝑀1יהי  → 𝑀𝑀2 . הומאורפיזם 

 .1כיוון 
 .קומפקטי -נוכיח ש, קומפקטי  𝑀𝑀1יהי 

 אזי  𝑀𝑀2כיסוי פתוח של  𝛼𝛼∈𝐼𝐼{𝑈𝑈𝛼𝛼} יהי 
 {𝑓𝑓−1(𝑈𝑈𝛼𝛼)}𝛼𝛼∈𝐼𝐼 כיסוי של𝑀𝑀1  כי𝑓𝑓  העתקת על. חוץ הזה𝑓𝑓−1(𝑈𝑈𝛼𝛼)  פתוחה

𝛼𝛼לכל  ∈ 𝐼𝐼 כי 𝑓𝑓  ,רציפה. ז''א{𝑓𝑓−1(𝑈𝑈𝛼𝛼)}𝛼𝛼∈𝐼𝐼  פתוח של𝑀𝑀1כיוון ש .-𝑀𝑀1 
,𝛼𝛼1קומפקתי הכיסוכ מיכל תת כיסוי סופי, כלומר קיימים  … ,𝛼𝛼𝑛𝑛 ∈ 𝐼𝐼  

  -כך ש
∪𝑑𝑑=1𝑛𝑛 𝑓𝑓−1�𝑈𝑈𝛼𝛼𝑖𝑖� = 𝑀𝑀1 

 מקבלים באגף שמאל: ועלחח''ע  𝑓𝑓 -כיוון ש
𝑓𝑓 �∪𝑑𝑑=1𝑛𝑛 𝑓𝑓−1�𝑈𝑈𝛼𝛼𝑖𝑖�� =∪𝑑𝑑=1𝑛𝑛 𝑓𝑓 ∘ 𝑓𝑓−1�𝑈𝑈𝛼𝛼𝑖𝑖� =∪𝑑𝑑=1𝑛𝑛 𝐼𝐼𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑈𝑈𝛼𝛼𝑖𝑖) =∪𝑑𝑑=1𝑛𝑛 𝑈𝑈𝛼𝛼𝑖𝑖 

𝑓𝑓(𝑀𝑀1)ובאגף ימין:  = 𝑀𝑀2 .אז   ∪𝑑𝑑=1𝑛𝑛 𝑈𝑈𝛼𝛼𝑖𝑖 = 𝑀𝑀2  ,ז''א ,�𝑈𝑈𝛼𝛼𝑖𝑖�1≤𝑑𝑑≤𝑛𝑛  תת
 קומפקטי. 𝑀𝑀2 -י ופכיסוי סו

 
 .2ון כיו

אם  𝑀𝑀1אפשר לקבל הוכחת קומפקטיות של  ,קומפקטי 𝑀𝑀2-תן שינאם 
 .𝑓𝑓-ל  𝑓𝑓−1 -ו  𝑓𝑓−1-ל , 𝑀𝑀1  𝑓𝑓-ל 𝑀𝑀2 ,𝑀𝑀2-ל 𝑀𝑀1 בפרק הקודם ףילהחל

 
 וכיחו תכונות בסיסיות של סגור ופנים ה .3

 (אפילו אם חלקן הוכח בהרצאה):
)a( 𝐴𝐴 ⊆ �̅�𝐴  
)b( 𝐴𝐴 ⊆ 𝐵𝐵 ⇒ �̅�𝐴 ⊆ 𝐵𝐵�  
)c(     �̅�𝐴  קבוצה סגורה 
)d(  אם𝐹𝐹 ו קבוצה סגורה-𝐴𝐴 ⊆ 𝐹𝐹  אזי�̅�𝐴 ⊆ 𝐹𝐹 
)e( �̅̅�𝐴 = �̅�𝐴  



)f(   𝐴𝐴   סגורה⇔  �̅�𝐴 = 𝐴𝐴   
)g(        נקודה𝑝𝑝 שייכת ל- �̅�𝐴 ⇔   כל סביבה של𝑝𝑝  נחתכת עם𝐴𝐴 . 
)h( 𝐴𝐴∘  .קבוצה פתוחה 
)i(    𝐴𝐴∘   ות ביהיא קבוצה של כל הנקודות הפנימ-𝐴𝐴. 
)j(    אם𝑈𝑈 ו קבוצה פתוחה-𝑈𝑈 ⊆ 𝐴𝐴  אזי𝑈𝑈 ⊆ 𝐴𝐴∘  

 (רמז: סדר נכון של הוכחת הסעיפים יקל את העבודה)
 

 הוכחה
 מ''ט. הקבוצה  𝑋𝑋יהי הגדרה.  תזכורת

�̅�𝐴 = � 𝐹𝐹
𝐹𝐹⊇𝐴𝐴,

 𝐹𝐹−סגורה

 

 .𝐴𝐴 סגור שלנקראת 
 
)c(  �̅�𝐴  -.סגורה כחיתוך סגורות 
)a(   כל איברי החיתוך מכילים𝐴𝐴  אז גם החיתוך עצמו מכיל .𝐴𝐴. 
)d( 𝐹𝐹   החיתוך אחד מאיברי�̅�𝐴 .ולכן מכיל אותו 
)b(  יהי𝐴𝐴 ⊆ 𝐵𝐵 .(a)    גורר𝐴𝐴 ⊆ 𝐵𝐵� .𝐵𝐵�  סגורה לפי(c) . 

�̅�𝐴ולכן  ⊆ 𝐵𝐵�  לפי(d). 
)f(  ⇐ �̅�𝐴 = 𝐴𝐴   𝐴𝐴   לפי סגורה(c). 

,𝐴𝐴 ⊆ 𝐴𝐴 ,𝐴𝐴  סגורה⇐ ,�̅�𝐴 ⊆ 𝐴𝐴  לפי(d) ,𝐴𝐴 ⊆ �̅�𝐴  לפי(a). 
 . (𝑒𝑒)גוררים  (f,c)-ו

)g( ⇐   נניח𝑝𝑝 ∈ �̅�𝐴 סביבה (בדרך השלילה) קיימת -ו𝑈𝑈   של𝑝𝑝  כך 
𝑈𝑈 -ש ∩ 𝐴𝐴 = 𝐴𝐴 -סגורה ו 𝑈𝑈𝑑𝑑. אזי ∅ ⊆ 𝑈𝑈𝑑𝑑  אז לפי .(d) �̅�𝐴 ⊆ 𝑈𝑈𝑑𝑑  

𝑝𝑝 -ולכן ∈ 𝑈𝑈𝑑𝑑  .סתירה. 
 (בדרך השלילה)-ו A נחתכת עם  𝑝𝑝נניח כל סביבה של   ⇒

 𝑝𝑝 ∉ �̅�𝐴 אזי לפי .(c) �̅�𝐴  קבוצה סגורה ולכן(�̅�𝐴)𝑑𝑑  
𝑝𝑝 -פתוחה . מכיוון ש ∈ (�̅�𝐴)𝑑𝑑  (�̅�𝐴)𝑑𝑑  אמורה להיחתך 

𝑑𝑑(�̅�𝐴), אבל זה לא יכול להיות כי 𝐴𝐴עם  ⊆ 𝐴𝐴𝑑𝑑   לפי”a“. סתירה. 
)h( 𝐴𝐴∘  כאחוד הפתוחות. קבוצה פתוחה 



)i(   אם𝑝𝑝 ∈ 𝐴𝐴∘   אז לפי הגדרה𝐴𝐴∘ ⊆  𝐴𝐴 ו-𝑝𝑝 ∈ 𝐴𝐴 אבל לפי .(h) 𝐴𝐴∘  
 .𝐴𝐴 -נקודה פנימית ב 𝑝𝑝, אזי פתוחה

 כך  פתוחה  𝑈𝑈ת אזי קיימת קבוצה 𝐴𝐴 -נקודה פנימית ב 𝑝𝑝הפוך: אם 
𝑝𝑝-ש ∈ 𝑈𝑈 ⊆ 𝐴𝐴 לכן .𝑝𝑝 ∈ 𝐴𝐴∘  .לפי הגדרת הפנים 

)j(  אם𝑈𝑈 ו קבוצה פתוחה-𝑈𝑈 ⊆ 𝐴𝐴  אזי𝑈𝑈 ⊆ 𝐴𝐴∘   כי𝐴𝐴∘   איחוד של כל
 (הגדרת הפנים).𝐴𝐴 -הקבוצות הפתוחות המוכלות ב

 
 .קבוצה במרחב טופולוגי-תת 𝐴𝐴  יתה .4

𝑑𝑑(∘𝐴𝐴)וכיחו: ת )א = 𝐴𝐴𝑑𝑑���. 
 חה:הוכ

(𝐴𝐴∘)𝑑𝑑 =

⎝

⎜
⎛

� 𝑈𝑈
𝑈𝑈⊆𝐴𝐴

𝑈𝑈−פתוחה ⎠

⎟
⎞

𝑑𝑑

= � 𝑈𝑈𝑑𝑑

𝑈𝑈⊆𝐴𝐴
𝑈𝑈−פתוחה

 

 .𝐴𝐴𝑑𝑑את  תליומכ סגורה𝐴𝐴 ,−𝑈𝑈𝑑𝑑-ב תלכוומ פתוחה 𝑈𝑈 -ש כיוון
היא משלים של  𝐴𝐴𝑑𝑑כל קבוצה סגור המכילה את  )דוזה חשוב מאאבל (

ימין נמצאות כל ה. לכן באגף 𝐴𝐴 -המוכלת בקבוצה פתוחה איזושהי 
, סגורי הגדרת הפל נובעיד ימומכך  .𝐴𝐴𝑑𝑑הקבוצות הסגורות המכילות את 

 , מש''ל. ���𝐴𝐴𝑑𝑑-אגף הימין שווה לש
 

�̅�𝐴 -וכיחו שת )ב − 𝐴𝐴∘  .קבוצה סגורה 
 הוכחה

�̅�𝐴 − 𝐴𝐴∘ = �̅�𝐴 ∩ (𝐴𝐴∘ )𝑑𝑑 
𝐴𝐴∘  -  פתוחה , לכן(𝐴𝐴∘ )𝑑𝑑 – סגורה . כיוון ש-�̅�𝐴 – ,סגורה 

  �̅�𝐴 − 𝐴𝐴∘  – ל.שסגורה כחתוך של שתי קבוצות סגורות, מ'' 
 
 

𝑓𝑓:𝑋𝑋תהי  .5 → 𝑌𝑌   :הומאומורפיזם. תכיחו 
𝑓𝑓(�̅�𝐴)  )א = 𝑓𝑓(𝐴𝐴)������   
𝑓𝑓(𝐴𝐴∘) )ב = �𝑓𝑓(𝐴𝐴)�∘ 



 הוכחה
 חה וסגורה:ו, פתעל ,ע'', ז''א, העתקה חחהומאומורפיזם  𝑓𝑓-וון שכי

𝐹𝐹א' ⊆ 𝑋𝑋  ב סגורה-𝑋𝑋  ומכילה את𝐴𝐴  אם''ם𝑓𝑓(𝐹𝐹) ⊆ 𝑌𝑌  ב סגורה-𝑌𝑌  
 . לכן:𝑓𝑓(𝐴𝐴)ומכילה את 

𝑓𝑓(�̅�𝐴) = 𝑓𝑓

⎝

⎜
⎛

� 𝐹𝐹
𝐹𝐹⊇𝐴𝐴

𝐹𝐹−סגורה ⎠

⎟
⎞

= � 𝑓𝑓(𝐹𝐹) =
𝐹𝐹⊇𝐴𝐴
הסגור −𝐹𝐹

𝑓𝑓(𝐴𝐴)������ 

 
𝑈𝑈 ב' ⊆ 𝑋𝑋  פתוחה ב-𝑋𝑋 ב תלוומכ-𝐴𝐴  אם''ם𝑓𝑓(𝑈𝑈) ⊆ 𝑌𝑌  פתוחה ב-𝑌𝑌 

 . לכן:𝑓𝑓(𝐴𝐴)-ב תלוומכ

𝑓𝑓(𝐴𝐴∘) = 𝑓𝑓

⎝

⎜
⎛

� 𝑈𝑈
𝑈𝑈⊆𝐴𝐴

𝑈𝑈− פתוחה ⎠

⎟
⎞

= � 𝑓𝑓(𝑈𝑈)
𝑈𝑈⊆𝐴𝐴

𝑈𝑈− פתוחה

= �𝑓𝑓(𝐴𝐴)�∘ 

 


