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 05.02.25 – 88-195בדידה  –מבחן מועד א' פתרון 

 חומר עזר: מחשבון בלבד   משך המבחן: שלוש שעות  צוות הקורס: ארז שיינר, שירה ידעי 

 הוראות: יש לענות על כל השאלות, על גבי טופס המבחן במקום המתאים, מחברת הטיוטא לא תסרק ולא תבדק.

,Aנק'( תהיינה קבוצות  32) .1 B, C:הוכיחו או הפריכו כל אחד מן הסעיפים הבאים , 

𝐴 .א ∖ (𝐵 ∩ 𝐶) ⊆ 𝐴 ∖ (𝐵 ∪ 𝐶) 

 הפרכה: 

𝐵נבחר  = ∅, 𝐴 = 𝐵 = {1}. 

 לכן 

𝐴 ∖ (𝐵 ∩ 𝐶) = 𝐴 ∖ ∅ = 𝐴 = {1} 

 ואילו  

𝐴 ∖ (𝐵 ∪ 𝐶) = 𝐴 ∖ 𝐴 = ∅ 

 ולכן  

𝐴 ∖ (𝐵 ∩ 𝐶) ⊈ 𝐴 ∖ (𝐵 ∪ 𝐶) 

𝐴 .ב ∖ (𝐵 ∩ 𝐶) ⊇ 𝐴 ∖ (𝐵 ∪ 𝐶) 

 הוכחה: 

𝑥יהי   ∈ 𝐴 ∖ (𝐵 ∪ 𝐶)  

𝑥צ"ל כי  ∈ 𝐴 ∖ (𝐵 ∩ 𝐶) 

𝑥נתון כי  ∈ 𝐴  וגם𝑥 ∉ 𝐵 ∪ 𝐶 

𝐵כיוון ש  ∩ 𝐶 ⊆ 𝐵 ∪ 𝐶   נובע כי בפרט𝑥 ∉ (𝐵 ∩ 𝐶) 

𝑥וביחד   ∈ 𝐴 ∖ (𝐵 ∩ 𝐶) 

𝒫(𝐴 .ג ∖ 𝐵) = 𝒫(𝐴) ∖ 𝒫(𝐵) 

 הפרכה: 

∅מתקיים כי   𝑋לכל קבוצה למעשה הקבוצות הללו לעולם אינן שוות, כיוון ש ∈ 𝒫(𝑋): 

,𝐴נבחר  𝐵 =  . כעת∅

∅ ∈ 𝒫(𝐴 ∖ 𝐵) 
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 אבל

∅ ∉ 𝒫(𝐴) ∖ 𝒫(𝐵) 

𝒫(𝐴 .ד ∩ 𝐵) = 𝒫(𝐴) ∩ 𝒫(𝐵) 

 הוכחה: 

 דו כיוונית.  נבצע הכלה

 ראשית, 

𝑋תהי  ∈ 𝒫(𝐴 ∩ 𝐵)  צ"ל כי𝑋 ∈ 𝒫(𝐴) ∩ 𝒫(𝐵) 

𝑋נתון כי  ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵   ולכן בוודאי𝑋 ⊆ 𝐴  וגם𝑋 ⊆ 𝐵 

𝑥לכן   ∈ 𝒫(𝐴)   וגם𝑥 ∈ 𝒫(𝐵).כפי שצריך להוכיח , 

 

𝑋מצד שני, תהי  ∈ 𝒫(𝐴) ∩ 𝒫(𝐵)  צ"ל כי𝑋 ∈ 𝒫(𝐴 ∩ 𝐵) 

𝑋נתון כי  ∈ 𝒫(𝐴)  וגם𝑋 ∈ 𝒫(𝐵) 

𝑋לכן   ⊆ 𝐴   וגם𝑋 ⊆ 𝐵 

𝑋ולכן   ⊆ 𝐴 ∩ 𝐵 

𝑋ולכן   ∈ 𝒫(𝐴 ∩ 𝐵). 

 המוגדר על ידי הכלל   ℝהממשיים  על קבוצת  𝑅נביט ביחס   נק'( 21) .2

∀𝑎, 𝑏 ∈ ℝ: 𝑎𝑅𝑏 ↔ (
𝑏 − 𝑎

3
∈ ℤ) 

 יחס שקילות. 𝑅הוכיחו כי   .א

 רלפקסיביות: 

𝑎יהי   ∈ ℝ  צ"ל כי𝑎𝑅𝑎 

אכן,  
𝑎−𝑎

3
= 0 ∈ ℤ 

 

 סימטריות:

,𝑎יהיו   𝑏 ∈ ℝ   כך ש𝑎𝑅𝑏  צ"ל כי𝑏𝑅𝑎 

נתון כי 
𝑏−𝑎

3
∈ ℤ  ולכן גם−

𝑏−𝑎

3
∈ ℤ   כלומר

𝑎−𝑏

3
∈ ℤ  ולכן𝑏𝑅𝑎 
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 טרנזיטיביות:

,𝑎יהיו   𝑏, 𝑐 ∈ ℝ   כך ש𝑎𝑅𝑏 ∧ 𝑏𝑅𝑐  צ"ל𝑎𝑅𝑐 

 נתון כי

𝑏 − 𝑎

3
∈ ℤ ∧

𝑐 − 𝑏

3
∈ ℤ 

 סכום של שני שלמים הוא שלם ולכן גם

𝑏 − 𝑎

3
+
𝑐 − 𝑏

3
∈ ℤ 

 נפשט ונקבל

𝑐 − 𝑎

3
∈ ℤ 

 𝑎𝑅𝑐ולכן  

𝑅[0]הוכיחו כי   .ב = { 3𝑚 ∣ 𝑚 ∈ ℤ }. 

 נבצע הכלה דו כיוונית. 

𝑥יהי   ∈ [0]𝑅  0לכן𝑅𝑥 

 כלומר 

𝑥 − 0

3
∈ ℤ 

𝑚נסמן  =
𝑥

3
∈ ℤ   ואכן𝑥 = 3𝑚. 

 

𝑚בכיוון ההפוך, יהי   ∈ ℤ  3צ"ל כי𝑚 ∈ [0]𝑅 

 0𝑅3𝑚כלומר צ"ל כי  

 אכן 

3𝑚 − 0

3
= 𝑚 ∈ ℤ  

𝑥הוכיחו כי לכל   .ג ∈ ℝ  מתקיים כי|[𝑥]𝑅| = ℵ0. 

𝑥יהי   ∈ ℝ  ונבנה פונקציה 

𝑓: [𝑥]𝑅 → ℤ 
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 ונוכיח שהיא חח"ע.

𝑎לכל  ∈ [𝑥]𝑅  מתקיים כי𝑥𝑅𝑎   ולכן
𝑎−𝑥

3
= 𝑚 ∈ ℤ 

 לכן הפונקציה תהיה מוגדרת היטב אם נגדיר

𝑓(𝑎) = 𝑎 − 𝑥 = 3𝑚 ∈ ℤ 

,𝑎1חח"ע: יהיו   𝑓נוכיח כי   𝑎2 ∈ [𝑥]𝑅   כך ש𝑓(𝑎1) = 𝑓(𝑎2) 

 לכן 

𝑎1 − 𝑥 = 𝑎2 − 𝑥 

𝑎1ולכן   = 𝑎2 

|𝑅[𝑥]|לכן   ≤ |ℤ| = ℵ0 

 

ℵ0אינסופית, ולכן   𝑅[𝑥]מצד שני נוכיח כי   ≤ |[𝑥]𝑅|  .ולפי ק.ש.ב סיימנו 

𝑚אכן, לכל   ∈ ℤ   מתקיים כי𝑥 + 3𝑚 ∈ [𝑥]𝑅  שהרי 

𝑥 + 3𝑚 − 𝑥

3
= 𝑚 ∈ ℤ 

 )אפשר היה לנסח את החלק האחרון כפונקציה חח"ע מהשלמים אל מחלקת השקילות ולהוכיח שהיא חח"ע(.

,𝑎∀המוגדר על ידי הכלל  ℕעל קבוצת הטבעיים  𝑆נביט ביחס   נק'( 21) .3 𝑏 ∈ ℕ: 𝑎𝑆𝑏 ↔ ((𝑏 = 𝑎) ∨ ∃𝑛 ∈ ℕ: 𝑏 = 𝑛𝑎2) 

 יחס סדר חלקי. 𝑆הוכיחו כי   .א

 רפלקסיביות: 

𝑎יהי   ∈ ℕ  צ"ל כי𝑎𝑆𝑎  כיוון ש .𝑎 = 𝑎 .זה ברור 

 

 סימטריות:-אנטי

,𝑎יהיו   𝑏 ∈ ℕ   כך ש𝑎𝑆𝑏  וגם𝑏𝑆𝑎  צ"ל כי𝑎 = 𝑏 

𝑎נב"ש כי   ≠ 𝑏 

,𝑛1לכן קיימים   𝑛2 ∈ ℕ  כך ש 

𝑏 = 𝑛1𝑎
2 

𝑎 = 𝑛2𝑏
2 
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 נציב את המשוואה הראשונה בשנייה 

𝑎 = 𝑛2𝑛1
2𝑎4 

𝑎אם  = 𝑏אז מהמשוואה הראשונה  0 = 𝑎בסתירה לכך ש  0 ≠ 𝑏. 

𝑎לכן   ≠  ואפשר לחלק בו ולקבל 0

1 = 𝑛2𝑛1
2𝑎3 

 כיוון שמדובר במספרים טבעיים, נובע כי 

𝑛2 = 𝑛1 = 𝑎 = 1 

𝑎ולכן שוב  = 𝑏 .בסתירה , 

 

 טרנזיטיביות:

,𝑎יהיו   𝑏, 𝑐 ∈ ℕ   כך ש𝑎𝑆𝑏 ∧ 𝑏𝑆𝑐 "ל כי צ𝑎𝑆𝑐. 

𝑎אם  = 𝑏  או𝑏 = 𝑐 קיימים . אחרת, התוצאה ברורה𝑛1, 𝑛2 ∈ ℕ   כך ש 

𝑏 = 𝑛1𝑎
2 

𝑐 = 𝑛2𝑏
2 

 ולכן 

𝑐 = 𝑛2𝑛1
2𝑎4 = 𝑛2𝑛1

2𝑎2 ⋅ 𝑎2 

 ריך. כפי שצ  𝑎𝑆𝑐כלומר  

1הוכיחו כי   .ב ∈ ℕ   הוא האיבר הקטן ביותר ביחס𝑆  0, וכן ∈ ℕ   הוא האיבר הגדול ביותר ביחסS . 

𝑎יהי   ∈ ℕ  1צ"ל כי𝑆𝑎  וכן𝑎𝑆0 

𝑛צ"ל כי קיים  1𝑆𝑎עבור   ∈ ℕ  כך ש 

𝑎 = 𝑛 ⋅ 12 

𝑛נבחר  = 𝑎  .וסיימנו 

𝑛צ"ל כי קיים  𝑎𝑆0עבור   ∈ ℕ  כך ש 

0 = 𝑛 ⋅ 𝑎2 

𝑛נבחר  =  וסיימנו.  0
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𝐴נביט בקבוצה   .ג =  , והוכיחו את נכונות תשובתם.inf (𝐴) החסם התחתון . מצאו את{12,36}

 ראשית נמצא את קבוצת חסמי המלרע של הקבוצה. 

𝑚  חסם מלרע של𝐴  אם 

(𝑎, 12) ∈ 𝑆 ∧ (𝑎, 36) ∈ 𝑆 

(12,0)הוא המספר הגדול ביותר,  0כיוון ש  ∈ 𝑆   (0,12)ולכן ∉ 𝑆 

(1,12)הוא האיבר הקטן ביותר, ברור כי   1כיוון ש ∈ 𝑆, (1,36) ∈ 𝑆 

𝑎עבור   =  מתקיים כי  2

12 = 3 ⋅ 22 

36 = 9 ⋅ 22 

 .𝐴הוא חסם מלרע של  2ולכן  

3מתקיים כי   3עבור   ≠ 12וגם  12 ≠ 𝑛 ⋅ 32 

𝑎ולכל  > 𝑎2מתקיים כי   3 ≥ 16 > ,𝑎)ולכן  12 12) ∈ 𝑆   רק במקרה𝑎 = 12 

(12,36)אבל  ∉ 𝑆   36כיוון ש ≠ 𝑛 ⋅ 122. 

 

 {1,2}היא   𝐴לסכם קבוצת חסמי המלרע של 

 .2החסם התחתון הוא האיבר הגדול ביותר בקבוצת חסמי המלרע, במקרה זה נראה כי מדובר ב 

(1,2)צ"ל כי  ∈ 𝑆  ואכן 

2 = 2 ⋅ 12 

inf(𝐴)ובסה"כ   = 2. 

:𝑓ותהי פונקציה  𝐴תהי קבוצה נק'(  18) .4 𝐴 → 𝐴 אינה הפיכה  אשר.   

𝑓𝑛נביט ב  = 𝑓 ∘ 𝑓 ∘ … ∘ 𝑓⏟        
𝑛 פעמים

1, עבור  ≤ 𝑛 ∈ ℕ. 

1לכל   הוכיחו כי .א ≤ 𝑛 ∈ ℕ מתקיים כי 𝑓𝑛 .אינה הפיכה 

𝑛אם  = 𝑓1אזי  1 = 𝑓 .והתוצאה ברורה מהנתונים 

𝑛אם  ≥  הפיכה.  𝑓𝑛, נב"ש כי  2

𝑓𝑛כיוון ש  = 𝑓𝑛−1 ∘ 𝑓   הפיכה, היא חח"ע ולכן הפנימית𝑓 .היא חח"ע 

𝑓𝑛מצד שני  = 𝑓 ∘ 𝑓𝑛−1  הפיכה ולכן על, ולכן החיצונית𝑓  .היא על 
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 חח"ע ועל ולכן הפיכה, בסתירה.  𝑓סה"כ  

 

𝑓𝑛 הערה: = 𝑓𝑛−1 ∘ 𝑓 = 𝑓 ∘ 𝑓𝑛−1 .בזכות האסוציאטיביות של ההרכבה 

1לכל   או הפריכו: הוכיחו .ב ≤ 𝑛 ∈ ℕ מתקיים 𝐼𝑚(𝑓) = 𝐼𝑚(𝑓𝑛). 

 הפרכה:  

𝐴נבחר  =  המקיימת 𝑓ובפונקציה   {1,2,3}

𝑓(1) = 1 

𝑓(2) = 1 

𝑓(3) = 2 

𝐼𝑚(𝑓)מתקיים כי   = {1,2} 

 כעת

𝑓(𝑓(1)) = 𝑓(1) = 1 

𝑓(𝑓(2)) = 𝑓(1) = 1 

𝑓(𝑓(3)) = 𝑓(2) = 1 

𝐼𝑚(𝑓2)כלומר   = {1} ≠ 𝐼𝑚(𝑓) 

. אם הקבוצה מעוצמה  2ℵאו  ℵ0 ,ℵקבעו והוכיחו עבור כל אחת מהקבוצות הבאות אם היא מעוצמה סופית,  נק'(  18) .5

 סופית, מצאו את העוצמה. 

𝐴 .א = { 𝑓 ∈ ℝℝ ∣∣ 𝐼𝑚(𝑓) ⊆ ℚ }. 

𝑓אם נביט ביחסים שמגדירים את הפונקציות, נתון כי לכל  ∈ 𝐴  מתקיים כי 

𝑓 ⊆ ℝ × ℚ 

 היא גם פונקציה לטווח הבא  𝑓כלומר  

𝑓:ℝ → ℚ 

 לכן 

|ℝℝ| = |ℚℝ| = ℵ0
ℵ 

 כעת

2ℵ ≤ ℵ0
ℵ ≤ ℵℵ = (2ℵ0)ℵ = 2ℵ0⋅ℵ = 2ℵ 
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 2ℵולכן לפי ק.ש.ב התשובה היא  

𝐵 .ב = { 𝑓 ∈ ℝℝ ∣∣ 𝐼𝑚(𝑓) = ℝ }. 

𝐵מצד אחד  ⊆ ℝℝ  ולכן|𝐵| ≤ ℵℵ 

ℵℵמק.ש.ב ולפי החישוב בסעיף הקודם,  = 2ℵ. 

 מצד שני נבנה פונקציה חח"ע 

ℎ:ℝ(−∞,0] → 𝐵 

 ולכן נקבל כי 

ℵℵ ≤ |𝐵| 

|𝐵|ולפי ק.ש.ב נסיים ונקבל כי  = 2ℵ . 

 

𝑓לכל  ∈ ℝ(−∞,0]  נגדיר את הפונקציה 

𝑔𝑓(𝑥) = {
ln(𝑥) 𝑥 > 0
𝑓(𝑥) 𝑥 ≤ 0

 

𝐼𝑚(𝑔𝑓)פונקציה על, נובע בקלות כי  ln (𝑥)כיוון ש  = ℝ   ולכן𝑔𝑓 ∈ 𝐵. 

[ℎ:ℝ(−∞,0ולכן פונקציה   → 𝐵  המוגדרת ע"יℎ(𝑓) = 𝑔𝑓  .מוגדרת היטב 

𝑓1מצד שני, אם  ≠ 𝑓2 ∈ ℝ
𝑥קיים  [0,∞−) < 𝑓1(𝑥)כך ש   0 ≠ 𝑓2(𝑥) 

𝑔𝑓1(𝑥)ולכן גם   ≠ 𝑔𝑓2(𝑥)  שהרי 

𝑔𝑓1(𝑥) = 𝑓1(𝑥) 

𝑔𝑓2(𝑥) = 𝑓2(𝑥) 

 


