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𝐾𝑖מרחב מטרי ויהיו  𝑀יהי  .1 ⊆ 𝑀 (1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛)    קומפקטיים.  שלו מרחבים -תת 

𝐾   נסמן: = 𝐾1 ∪ … ∪ 𝐾𝑛  .     

   

𝑀אם  (א = ℝ𝑛 ( )בעזרת משפט היינה בורל  ותוכיחעם מטריקה אוקלידית 

 . קומפקטי  𝐾מרחב -שתת

 

 .הוכחה

 מות.וקבוצות סגורות וחס-תת 𝐾𝑖ולכן  קומפקטיים 𝐾𝑖שפט היינה בורל: לפי מ

 .גם חסומה  𝐾  -כיח שנשאר להו  גורה כאחוד סופי של קבוצות  סגורות.ס 𝐾אזי 

1לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 𝐾𝑖  חסומה, ז''א: קיימים𝑥𝑖 ∈ ℝ𝑛 ו- 𝑟𝑖 ∈ ℝ   כך 
𝐾𝑖 -ש  ⊆ 𝐵(𝑥𝑖 , 𝑟𝑖) . 

𝑲-נוכיח ש ⊆ 𝑩(𝒙𝟏, 𝑹) כאשר ,𝑹 = 𝐦𝐚𝐱
𝟏≤𝒊≤𝒏

{𝒓𝒊 + 𝒅(𝒙𝒊, 𝒙𝟏)}  . 

𝑥יהי  ∈ 𝐾   אזי קיים,𝑖0  כך ש- 𝑥 ∈ 𝐾𝑖0
𝑥. אז  ∈ 𝐵(𝑥𝑖0  , 𝑟𝑖0

,𝑑(𝑥לכן  .(    𝑥𝑖0
) < 𝑟𝑖0

  

 :𝑅והגדרה של   ולפי אישוויון המשולש

 𝑑(𝑥, 𝑥1) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑥𝑖0
) + 𝑑(𝑥𝑖0

, 𝑥1) < 𝑟𝑖0
+ 𝑑(𝑥𝑖0

, 𝑥1) ≤ 𝑅,    ,ז''א𝑥 ∈ 𝑩(𝒙𝟏, 𝑹). ∎  

 

𝑲מרחב -שתת תוכיחו (ב = 𝑲𝟏 ∪ … ∪ 𝑲𝒏  אם  קומפקטי𝑀  כלשהו.מרחב מטרי 

 (𝑛אינדוקציה לפי  .עזרת הגדרת הקומפקטיותב). הוכחה

𝒏:  בסיס האינדוקציה              = 𝟐. 

𝐾כיסוי פתוח של  𝛼∈𝐼{𝑈𝛼}יהי  = 𝐾1 ∪ 𝐾2   זאת אומרת ,𝐾 =∪𝛼∈𝐼 𝑈𝛼 כאשר ,𝑈𝛼 ⊆ 𝑀  פתוחות בקבוצות- 𝐾. 

𝛼זה אומר )ההרצאות( שלכל    ∈ 𝐼  קיימת קבוצה𝑉𝛼 פתוחה ב-𝑀 כך ש- 𝑈𝛼 = 𝑉𝛼 ∩ 𝐾 . .לכן 

 𝐾 =∪𝛼∈𝐼 (𝑉𝛼 ∩ 𝐾) = (∪𝛼∈𝐼 𝑉𝛼) ∩ 𝐾 . גוררזה: ∪𝛼∈𝐼 𝑉𝛼 ⊇ 𝐾    . 

𝛼∈𝐼∪ ⇐לכן:     𝑉𝛼 ⊇ 𝐾1 (∪𝛼∈𝐼 𝑉𝛼) ∩ 𝐾1 = 𝐾1.  )אבל )תורת הקבוצות(∪𝛼∈𝐼 𝑉𝛼) ∩ 𝐾1 =∪𝛼∈𝐼 (𝑉𝛼 ∩ 𝐾1), 

𝛼∈𝐼∪ , תמרזאת א (𝑉𝛼 ∩ 𝐾1) = 𝐾1 . כל הקבוצות𝑉𝛼 ∩ 𝐾1 פתוחות ב-𝐾1  )ההרצאות( 

𝑽𝜶}ולכן   ∩ 𝑲𝟏}𝜶∈𝑰 –  כיסוי פתוח של תתמרחב𝑲𝟏.  

𝑉𝛼1}כיסוי  סופי -תת הכיסוי הזה מכיל קומפקטי  – 𝐾1 -כיוון ש
∩ 𝐾1, 𝑉𝛼2

∩ 𝐾1, … , 𝑉𝛼𝑀
∩ 𝐾1}  ( כאשר𝛼𝑖 ∈ 𝐼) 

𝑽𝜶𝟏) -כך ש
∩ 𝑲𝟏) ∪ (𝑽𝜶𝟐

∩ 𝑲𝟏) ∪ … ∪ (𝑽𝜶𝑴
∩ 𝑲𝟏) = 𝑲𝟏. 

𝛼∈𝐼∪ :בדיוק באותה לוגיקה 𝑉𝛼 ⊇ 𝐾2 סופי של קבוצות ףולכן קיים אוס 𝑉𝛽1
, 𝑉𝛽2

, … , 𝑉𝛽𝑁
𝛽𝑗כאשר )   ∈ 𝐼) 

𝑽𝜷𝟏)  -כך ש
∩ 𝑲𝟐) ∪ (𝑽𝜷𝟐

∩ 𝑲𝟐) ∪ … ∪ (𝑽𝜷𝑵
∩ 𝑲𝟐) = 𝑲𝟐.  

𝑉𝛼1} קבוצות ה סףואבנסתכל עכשיו 
, … , 𝑉𝛼𝑀

, 𝑉𝛽1
, … , 𝑉𝛽𝑁

  .𝑀-. הן כולן פתוחות ב{

1לכל  ≤ 𝑖 ≤ 𝑀  :מקבלים𝑈𝛼𝑖
= 𝑉𝛼𝑖

∩ 𝐾 ⊇ 𝑉𝛼𝑖
∩ 𝐾1.  

1לכל  ≤ 𝑗 ≤ 𝑁  :מקבלים𝑈𝛽𝑗
= 𝑉𝛽𝑗

∩ 𝐾 ⊇ 𝑉𝛽𝑗
∩ 𝐾2 . 



 מקבלים: 𝑖באחוד לפי 

 . 𝑈𝛼1
∪ 𝑈𝛼2

∪ … ∪ 𝑈𝛼𝑀
⊇ (𝑉𝛼1

∩ 𝐾1) ∪ (𝑉𝛼2
∩ 𝐾1) ∪ … ∪ (𝑉𝛼𝑀

∩ 𝐾1) = 𝐾1  

 מקבלים: 𝑗באחוד לפי 

𝑈𝛽1
∪ 𝑈𝛽2

∪ … ∪ 𝑈𝛽𝑁
⊇ (𝑉𝛽1

∩ 𝐾2) ∪ (𝑉𝛽2
∩ 𝐾2) ∪ … ∪ (𝑉𝛽𝑁

∩ 𝐾2) = 𝐾2.  

 באחוד של אגפיי שמאל וימין מקבלים: 

 𝑈𝛼1
∪ 𝑈𝛼2

∪ … ∪ 𝑈𝛼𝑀
∪ 𝑈𝛽1

∪ 𝑈𝛽2
∪ … ∪ 𝑈𝛽𝑁

⊇ 𝐾1 ∪ 𝐾2 = 𝐾. 

 :, מקבלים𝐾 -מוכלות ב  𝑈𝛼ל הקבוצות כ -כיוון ש

 𝑼𝜶𝟏
∪ 𝑼𝜶𝟐

∪ … ∪ 𝑼𝜶𝑴
∪ 𝑼𝜷𝟏

∪ 𝑼𝜷𝟐
∪ … ∪ 𝑼𝜷𝑵

= 𝑲  , 

𝑈𝛼1} , ז''א
, 𝑈𝛼2

, … , 𝑈𝛼𝑀
, 𝑈𝛽1

, 𝑈𝛽2
, … , 𝑈𝛽𝑁

 טי.קקומפ 𝐾ולכן  𝛼∈𝐼{𝑈𝛼}כיסוי סופי של הכיסוי -תת {

 

𝑛תהי הטעינה נכונה כאשר  .צעד האינדוקציה  = 𝑘 של כל  אחוד, ז''א𝑘 קומפקטי. גם םיקומפקטי םיתתמרחב 

,𝐾1מרחבים -אזי אם תת 𝐾2, … , 𝐾𝑘 , 𝐾𝑘+1 :קומפקטיים, אנחנו מקבלים 

 𝑲𝟏 ∪ 𝑲𝟐 ∪ … ∪ 𝑲𝒌 ∪ 𝑲𝒌+𝟏 = (𝑲𝟏 ∪ 𝑲𝟐 ∪ … ∪ 𝑲𝒌) ∪ 𝑲𝒌+𝟏 . 

 :כאן

  ,אינדוקציההבאגף ימין האחוד בסוגריים קומפקטי לפי הנחת   -
 מרחבים קומפקטיים הוכחה בסעיף הקודם. -תת שניקומפקטיות האחוד של  -

 לכן ובאגף השמאל, מרחב -תתהגם  -, אזי  קומפקטי ימיןמרחב באגף ה-תתהוכיח שמזה 

𝑛הטעינה נכונה גם כאשר  = 𝑘 + 1.∎ 

 

𝑀 -שמתכנסת ל-סדרה ב 𝑥𝑛מרחב מטרי . תהי   𝑀יהי  .2 ∋ 𝑥. תהי𝐴 = {𝑥𝑛}𝑛∈ℕ ∪ {𝑥}. 

 . קומפקטימרחב -תת  𝐴 -ש וכיחות

 

 :(עזרת הגדרת הקומפקטיותב) הוכחה

𝑈𝛼}יהי  ⊆ 𝐴}𝛼∈𝐼 מרחב -תת כיסוי פתוח של𝐴 אזי קיימת משפחת קבוצות .{𝑉𝛼}𝛼∈𝐼 פתוחות ב-𝑀 כך ש- 

𝛼לכל  ∈ 𝐼 :𝑼𝜶 = 𝑽𝜶 ∩ 𝐴.  אזי𝐴 ⊆∪𝛼∈𝐼 𝑉𝛼  וקיים𝛼0 ∈ 𝐼 כך ש- 𝑎 ∈ 𝑉𝛼0
𝑎𝑛 -. כיוון ש → 𝑎 קיים ,𝑛0  

𝑉𝛼0 -מוכלים ב 𝑛0 כך שכל איברי הסדרה החל מאיבר מספר
𝑈𝛼0-ולכן גם ב  

  𝑎𝑛אבל כל איבר .  

1כאשר  ≤ 𝑛 < 𝑛0 שהי קבוצה ומכוסה על ידי איז𝑈𝛼𝑛 הסופי אוסף הקבוצות . לכן  

{𝑈𝛼0
, 𝑈𝛼1

, … , 𝑈𝛼𝑛−1
 ∎ .𝛼∈𝐼{𝑈𝛼}  ךוכיסוי סופי בת-ואנחנו מצאנו תת 𝐴סה את מכ {

 

 

 

 


