
 (ןופתר)  4תרגיל   – לטופולוגיה מבוא     

 1שאלה 
,𝑋 יהיו  𝑌  להוכיח:מטרייםמרחבים . 

:𝑓א'( פונקציה  𝑋 → 𝑌 .רציפה במידה שווה היא רציפה 

:𝑓קטי  אז פונקציה פקומ 𝑋ב'( אם   𝑋 → 𝑌  .רציפה היא רציפה במידה שווה 

 .כיסוי"( להשתמש  במוסג "מספר לבג שלו  :רמז)

 

 פתרון

𝑋 {𝑈𝑦}קבוצות של -תת נתבונן במשפחת
𝑦∈𝑌

𝑈𝑦-שכך   = 𝑓−1 (𝐵 (𝑦,
𝜀

2
 )) . 

𝐵  -רציפה ו 𝑓פתוחה כי  𝑈𝑦כל   (𝑦,
𝜀

2
𝑥כל לפתוחה. (  ∈ 𝑋:    𝑓(𝑥) ∈ 𝐵 (𝑓(𝑥),

𝜀

2
 )  

𝑥ולכן  ∈ 𝑓−1 (𝐵 (𝑓(𝑥),
𝜀

2
{𝑈𝑦} -זאת אומרת ש .(( 

𝑦∈𝑌
 . 𝑋כיסוי פתוח של  

𝛿לכיסוי הזה יש מספר לבג קומפקטי  𝑋-מכיוון ש > ,𝑥1יהיו )ההרצאות(.  0 𝑥2 ∈ 𝑋  כך

,𝑑𝑋(𝑥1 -ש 𝑥2) < 𝛿 אזי .𝑥2 ∈ 𝐵(𝑥1, 𝛿) מספר לבג קיימת נקודה . לפי הגדרתו של𝑦 ∈ 𝑌 

,𝐵(𝑥1 -ש כך 𝛿) ⊆ 𝑓−1 (𝐵 (𝑦,
𝜀

2
,𝑓(𝐵(𝑥1ולכן  ((  𝛿)) ⊆ 𝐵 (𝑦,

𝜀

2
 ). 

,𝑓(𝑥1): לפי אחשוויון המשולש מזה מקבלים  𝑓(𝑥2) ∈ 𝐵 (𝑦,
𝜀

2
 )  

 𝑑𝑌(𝑓(𝑥1 -ו
), 𝑓(𝑥2)) ≤ 𝑑𝑌(𝑓(𝑥1 

), 𝑦)) + 𝑑𝑌(𝑦 , 𝑓(𝑥2)) < 𝜀 ,.מצ''ל 

 

 2שאלה 

 למטא(:כאן  )  ד( -( במקרים  א.  𝑋קבוצות של -קבוצה של תת 𝜏 -קבוצה ו  𝑋הי ת

 . 𝑋טופולוגיה על  – 𝜏 -שתפריכו או  תוכיחו (1

 בוצות הסגורותק-תמצאו את כל התתטופולוגיה  – 𝜏 -במידה ו (2

,𝑋) טופולוגיהמרחב הש   תוכיחו או תפריכוטופולוגיה  – 𝜏 -במידה ו (3 𝜏)  .מטריזבילי 

 

𝑋 (א = {𝑎, 𝑏}      τ = {∅, 𝑋, {𝑎}} 

 

 פתרון

1) ∅, 𝑋 ∈ τ. 

𝑋 ∪ {𝑎} = X ∈ τ   ,∅ ∪ 𝑋 ∪ {𝑎} = X ∈ τ ,∅ ∪ {𝑎} = {𝑎} ∈ τ ,∅ ∪ 𝑋 = X ∈ τ. 



X ∩ {𝑎} = {𝑎} ∈ τ  ,∅ ∩ {𝑎} = ∅ ∈ τ ,∅ ∩ 𝑋 = ∅ ∈ τ.  לכןτ -  טופולוגיה לפי

 ההגדרה.

,∅קבוצות הסגורות: -תתה (2 𝑋, {𝑏}. 

3) (𝑋, 𝜏)   שכן, אזי הכדור  – בשלילה –אינו מטריזבילי: נניח𝐵(𝑏,
1

2
אבל הוא שווה  (

 סתירה.שאינו פתוח.    {𝑏}לנקודון 

 

𝑋 (ב = {𝑎, 𝑏, 𝑐}   τ = {∅, 𝑋, {𝑎, 𝑐}, {𝑏, 𝑐}, {𝑐}} 

 

 פתרון

1) ∅, 𝑋 ∈ τ. 

דים.  כל אחוד ולא משפיעה לאף אחוד, לכן מותר לא להוסיף אותה לאח ∅: אחוד

 אחודים:הולכן פתוח. נשארו  𝑋שווה  𝑋עם 

{𝑎, 𝑐} ∪ {𝑏, 𝑐} ∪ {𝑐} = 𝑋 ∈ τ  

 {𝑎, 𝑐} ∪ {𝑏, 𝑐} = 𝑋 ∈ τ  

  {𝑎, 𝑐} ∪ {𝑐} = {𝑎, 𝑐} ∈ τ  

{𝑏, 𝑐} ∪ {𝑐} = {𝑏, 𝑐} ∈ τ  

 ךחתוים.  כל כחתו, לכן מותר לא להוסיף אותה לחתוךלא משפיעה לאף  𝑋ך: ותח

 :כיםחתוהולכן פתוח. נשארו  ∅שווה  ∅עם 

{𝑎, 𝑐} ∩ {𝑏, 𝑐} ∩ {𝑐} = {𝑐} ∈ τ  

 {𝑎, 𝑐} ∩ {𝑏, 𝑐} = {𝑐} ∈ τ  

  {𝑎, 𝑐} ∩ {𝑐} = {𝑐} ∈ τ  

{𝑏, 𝑐} ∩  {𝑐} = {𝑐} ∈ τ  

τ - טופולוגיה לפי ההגדרה. 

,∅סגורות: קבוצות ה-תת (2 𝑋 , {𝑎, 𝑏} ,{𝑎} , {𝑏}. 

3) (𝑋, 𝜏)   שכן, אזי הכדור  – בשלילה –אינו מטריזבילי: נניח𝐵(𝑏,
𝑑(𝑎,𝑏)

2
אבל הוא  (

 סתירה.שאינו פתוח.    {𝑏}שווה לנקודון 

 

𝑋 (ג = {𝑎, 𝑏, 𝑐}   τ = {∅, 𝑋, {𝑎, 𝑐}, {𝑏, 𝑐}, {𝑎, 𝑏}} 

,𝑎} :הטופולוגי האינ τ  .פתרון 𝑐} ∩ {𝑏, 𝑐} = {𝑐} ∉ 𝜏  . 

 

 איברים.  2-קבוצה המכילה יותר מ  𝑋תהי  (ד

𝑝  יו:יה ∈ 𝑋   ,𝑌 = 𝑋 − {𝑝} ,𝜎 – על הקבוצה   כלשהי טופולוגיה𝑌 .  

τתהי  = {∅} ∪ {𝑈 ∪ {𝑝} |  𝑈 ∈ 𝜎}  

 

 



   .פתרון

1) ∅ ∈ τ  ,τ ∋ 𝑋 = 𝑌 ∪ {𝑝}. 

𝑉𝛼. יהיו דואח ∈ 𝜏דבאחו . אם  ∪𝛼 𝑉𝛼  כל ה-𝑉𝛼  ם החוד ריק גאז ריקות

, נסיר מהאחוד אינה ריקה 𝑉𝛼צות וקבהת מלפחות אחאם  .𝜏-ושייך ל

 נקבל: הקבוצות הריקותכל את 

 ∪𝛼 𝑉𝛼 =∪𝛼 (𝑈𝛼 ∪ {𝑝}) = (∪𝛼 𝑈𝛼) ∪ {𝑝},  

𝑈𝛼 אשר כ ∈ 𝜎  לכל𝛼 .כיוון שמ- 𝜎  טופולוגיה על𝑌  אז 

𝛼∪)גם  𝑈𝛼) ∈ 𝜎לכן . ∪𝛼 𝑉𝛼 ∈ 𝜏. 

𝑛 יהי חיתוך ∈ ℕ ו-𝑉1, … , 𝑉𝑛 ∈ 𝜏 אז  ההקבוצות האלה ריקמ אחת. אם

 חרת:א .  𝜏-ושייך ל ן ריקגם חיתוכ
 𝑉1 ∩ … ∩ 𝑉𝑛 = (𝑈1 ∪ {𝑝}) ∩ … ∩ (𝑈𝑛 ∪ {𝑝}) = (𝑈1 ∩ … ∩ 𝑈𝑛) ∪ {𝑝} . 

𝑈1) גם אז 𝑌טופולוגיה על  𝜎-ש כיוון ∩ … ∩ 𝑈𝑛) ∈ 𝜎  

∋ ולכן 𝜏 𝑉1 ∩ … ∩ 𝑉𝑛. גדרה הוחכנו שהלפי ה- 𝜏 .טופולוגיה 

,𝑋)-קבוצות הסגורות בה (2 𝜏)  : הן𝑋,  :ת של סוגוכל הקבוצו ∅

 𝑋 − (𝑈 ∪ {𝑝}) = (𝑋 − {𝑝}) − 𝑈) = 𝑌 − 𝑈  כאשר𝑈 פתוחה ב-(𝑌, 𝜎). 

𝑌 הקבוצותז''א,   − 𝑈 סגורות ב-(𝑌, 𝜎). תת בסגורקיבלנו סופית ש-(𝑋, 𝜏) :הן 

 𝑋 הקבוצות הסגורות בו-(𝑌, 𝜎). 

3) (𝑋, 𝜏)    לפי הגדרת  שכן, אזי – בשלילה –אינו מטריזבילי: נניח𝑋 

𝑞קיימת נקודה  ≠ 𝑝  . נתבונן בכדור𝐵(𝑞,
𝑑(𝑝,𝑞)

2
ריק ואינו  א. הכדור ל(

,𝑋)-ולכן לא יכול להיות פתוח ב  𝑝 נקודת מכיל 𝜏). ות של יתפל רתוסש

 הכדור.

 

 )מההרצאה האחרונה( 3שאלה 

,𝐴 יהיו   מרחב טופולוגי.  𝑋יהי  𝐵 מרכבים של -תת𝑋 כך ש-  𝐴 ⊆ 𝐵 ⊆ 𝑋  להוכיח .

 ולאחר מכן  𝐵-ל 𝑋-מטופולוגיה או קודם להשרות   𝐴-ל  𝑋-שלהשרות טופולוגיה ישירות מ

 זה אותו דבר. - 𝐴-ל  𝐵-מ

 

 הוכחה

,𝑆כאן בסימונים הבאים: אם שתמש נ 𝑇  מרחבים טופולוגיים ושני- 𝑆 ⊆ 𝑇  , את נסמן

𝜏𝑆𝑇-ב   𝑆 -ל 𝑇 -מלוגיה המושרת ואת הטופו .𝜏𝑇-ב  𝑇טופולוגיה של ה
.  

𝜏𝐴𝐵𝑋  -ש צריך להוכיח לפי הסימון הזה אז
= 𝜏𝐴𝑋

לפי הגדרת הטופולוגיה המושרת  .

 :(ההרצה)

⊆ 𝝉𝑨𝑿
𝝉𝑨𝑩𝑿

  . 

𝑈 ∈ 𝜏𝐴𝐵𝑋
 ⇒ ∃𝑉 ∈ 𝜏𝐵𝑋

: 𝑈 = 𝐴 ∩ 𝑉  



𝑉 ∈ 𝜏𝐵𝑋
⇒ ∃𝑊 ∈ 𝜏𝑋: 𝑉 = 𝐵 ∩ 𝑊 

𝑈 = 𝐴 ∩  𝐵 ∩ 𝑊 = 𝐴 ∩ 𝑊 ⇒  𝑈 ∈ 𝜏𝐴𝑋
 

⊇ 𝝉𝑨𝑿
𝝉𝑨𝑩𝑿

  . 

𝑈 ∈ 𝜏𝐴𝑋
⇒ ∃𝑊 ∈ 𝜏𝑋: 𝑈 = 𝐴 ∩ 𝑊 = (𝐴 ∩ 𝐵) ∩ 𝑊 = 𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝑊) 

𝐵 ∩ 𝑊 ∈ 𝜏𝐵𝑋
⇒  𝑈 = 𝐴 ∩ (𝐵 ∩ 𝑊) ∈ 𝜏𝐴𝐵𝑋

  

 

 )מההרצאה האחרונה( 4שאלה 

,𝑋יהיו   𝑌     ו טופולוגייםמרחבים-  𝑓    :פונקציה𝑓: 𝑋 → 𝑌. 

𝑝יפה בכל נקודה פונקציה רציפה אם ורק אם היא רצ 𝑓להוכיח:  ∈ 𝑋. 

 

 הוכחה

𝑝רציפה,  𝑓תהי  .⇐  ∈ 𝑋  ו- 𝑌 ⊇ 𝑉 - ה של חסביבה פתו𝑓(𝑝) .הגדרתה של פי ל

𝑈 :פונקציה רציפה = 𝑓−1(𝑉)  - .ברור גם ש  קבוצה פתוחה- 𝑝 ∈ 𝑈.  

𝑓(𝑈)וסופית:  = 𝑓(𝑓−1(𝑉)) = 𝑉 . לכן𝑓  רציפה בנקודה𝑝. 

𝐵ותהי  𝑋רציפה בכל נקודה של  𝑓תהי  . ⇒ ⊆ 𝑌 .שנוכיח  פתוחה- 𝐴 = 𝑓−1(𝐵) פתוחה 

𝑎לפי הנחה לכל  .𝑋-ב ∈ 𝐴   קיימת סביבה פתוחה𝑈𝑎  של𝑎 כך ש- 𝑓(𝑈𝑎) ⊆ 𝐵.  מזה

𝐴  𝑈𝑎)לפי הגדרה של ) נובע ⊆ 𝐴.  )לפי הלמה השימושית )ההרצאות𝐴 =∪𝑎∈𝐴 𝑈𝑎.  

  .רציפה 𝑓ואז   פתוחה כאיחוד קבוצות פתוחות 𝐴לכן 

 

 5שאלה 

 קבוצת מספרים טבעיים .  ℕתהי  

𝜏תהי  = {[𝑛, ∞) ⊆ ℕ | 𝑛 ∈ ℕ} ∪ {∅} 

 ℕטופולוגיה על  𝜏-תוכיחו ש (א

 הוכחה

1) ∅ ∈ 𝜏 ,ℕ = [1, ∞) ∈ 𝜏 

𝛼∈𝐼∪ .אחוד (2 [𝑛𝛼 , ∞) = [min
𝛼∈𝐼

{𝑛𝛼}, ∞) ∈ 𝜏 .  *() 

 ושייך  ℕ -, אז כל האחוד יהיה שווה ללפחות פעם אחת ()*וד חלא ℕאם נוסיף  



 כלאז התוצאה לא תשתנה. אם  ()* קבוצות ריקות לאחרד-נוסיף תת אם.  𝜏 -ל

 .𝜏 -ד עצמו יהיה ריק ושייך לוריקות, אז גם האח יוהיאיברי האחוד 

,𝑛1] . חיתוך (3 ∞) ∩ … ∩ [𝑛𝑘 , ∞)  = [max
 

{𝑛1, … , 𝑛𝑘}, ∞) ∈ 𝜏  .*(*) 

 ושייך  ∅-יהיה שווה ל חיתוך, אז כל הלפחות פעם אחת (*)* חיתוךל ∅אם נוסיף 

 כלאז התוצאה לא תשתנה. אם  (*)* חיתוךל ℕ -ת לשוו קבוצותנוסיף  אם.  𝜏 -ל

 .𝜏 -ושייך ל ℕ -ל השוו עצמו יהיה חיתוך, אז גם הℕ יוהי חיתוךאיברי ה

 

:𝑓מרחב טופולוגי סופי ותהי   𝐾יהי   (ב 𝐾 → ℕ  .פונקציה 

 פתוחה. פונקציה 𝑓-ש תוכיחו או תפריכו  

 

 פתרון.

𝐾ם א =  .פתוחהאז אפשר להגיד שהפונקציה    (!מקרה מנוון)  ∅

𝐾ם א ≠ 𝑓(𝐾)אז   ∅ ≠  (הסעיף הקודם) 𝜏לוגיה ופוזאת קבוצה סופית. אבל בטו ∅

פתוחה.  𝐾-לא פתוחה ו 𝑓(𝐾)ות ולא ריקות הן אינן סופיות. לכן וחכל הקבוצות פת

 .פתוחהלא  פונקציה 𝑓אזי 

 

 

 

 

 

 

 

 

 


