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הפרמטריזציה: ע"י נתון שלנו המשטח .1

φ(ψ, θ) = (cosψ sin θ, sinψ sin θ, cos θ)

.ψ ∈ [0, 2π], θ ∈ [0, π] כאשר

יהיו: הנגזרות וקטורי

φψ = (− sinψ sin θ, cosψ sin θ, 0), φθ = (cosψ cos θ, sinψ cos θ,− sin θ)

ולכן:

φψ×φθ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

− sinψ sin θ cosψ sin θ 0

cosψ cos θ sinψ cos θ − sin θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= i·(− cosψ sin2 θ)−j·(sinψ sin2 θ)+k·(− sin θ cos θ)

כעת: .φψ × φθ = (− cosψ sin2 θ,− sinψ sin2 θ,− sin θ cos θ) כלומר

F (φ(ψ, θ)) = F (cosψ sin θ, sinψ sin θ, cos θ) = (− sinψ sin θ, cosψ sin θ,− cos θ)

יהיה: האינטגרל ולכן
¨

S

F ·~ndS =

¨

D

(− sinψ sin θ, cosψ sin θ,− cos θ)·(− cosψ sin2 θ,− sinψ sin2 θ,− sin θ cos θ)dψdθ

1



=

¨

D

cosψ sinψ sin3 θ−sinψ cosψ sin3 θ+sin θ cos2 θdψdθ =

¨

D

sin θ cos2 θdψdθ

ולכן: D = [0, 2π]× [0, π] הוא D התחום

=

2πˆ

0

π̂

0

sin θ cos2 θdψdθ = 2π · cos
3 θ

3
|π0 = −4π

3

ונקבל: הסימן את נחליף פנימי הוא שהנורמל ומכיוון

¨

S

F · ~ndS =
4π

3

היא: הפרמטריזציה .2

φ(u, v) = (a cosu cos v, b sinu cos v, c sin v)

הם: הנגזרות וקטורי

φu = (−a sinu cos v, b cosu cos v, 0), φv = (−a cosu sin v,−b sinu sin v, c cos v)

ולכן:

φu × φv =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

−a sinu cos v b cosu cos v 0

−a cosu sin v −b sinu sin v c cos v

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

i · (bc cosu cos2 v)− j · (−ac sinu cos2 v) + k · (ab sin v cos v)
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כעת: .φu × φv = (bc cosu cos2 v, ac sinu cos2 v, ab sin v cos v) כלומר

F (φ(u, v)) = F (a cosu cos v, b sinu cos v, c sin v) = (
1

a cosu cos v
,

1

b sinu cos v
,

1

c sin v
)

יהיה: האינטגרל ולכן

¨

S

F ·~ndS =

¨

D

(
1

a cosu cos v
,

1

b sinu cos v
,

1

c sin v
)·(bc cosu cos2 v, ac sinu cos2 v, ab sin v cos v)dudv =

¨

D

(
bc cos v

a
+
ac cos v

b
+
ab cos v

c
)dudv

ולכן: D = [0, 1]× [0, π2 ] הוא D התחום

=

1ˆ

0

π
2ˆ

0

(
bc

a
+
ac

b
+
ab

c
) cos vdudv = (

bc

a
+
ac

b
+
ab

c
) · sin v|

π
2
0 =

bc

a
+
ac

b
+
ab

c

תהיה: המשטח של פרמטריזציה .3

φ(ψ, θ) = (a cosψ sin θ, a sinψ sin θ, a cos θ)

.ψ ∈ [0, 2π], θ ∈ [0, π]. כאשר

יהיו: הנגזרות וקטורי

φψ = (−a sinψ sin θ, a cosψ sin θ, 0), φθ = (a cosψ cos θ, a sinψ cos θ,−a sin θ)

ולכן:

φψ × φθ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
i j k

−a sinψ sin θ a cosψ sin θ 0

a cosψ cos θ a sinψ cos θ −a sin θ

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

3



i · (−a2 cosψ sin2 θ)− j · (a2 sinψ sin2 θ) + k · (−a2 sin θ cos θ)

φψ.כעת: × φθ = (−a2 cosψ sin2 θ,−a2 sinψ sin2 θ,−a2 sin θ cos θ) כלומר

F (φ(ψ, θ)) = F (a cosψ sin θ, a sinψ sin θ, a cos θ) = (2a cosψ sin θ, 0, 0)

יהיה: והאינטגרל

¨

S

F ·~ndS =

¨

D

(2a cosψ sin θ, 0, 0)·(−a2 cosψ sin2 θ,−a2 sinψ sin2 θ,−a2 sin θ cos θ)dψdθ =

=

¨

D

−2a3 cos2 ψ sin3 θdψdθ

ולכן: D = [0, 2π]× [0, π] הוא D התחום

= −2a3 ·
π̂

0

2πˆ

0

cos2 ψ sin3 θdψdθ =

האינטגרלים: את נחשב

2πˆ

0

cos2 ψdψ =

2πˆ

0

(
1 + cos 2ψ

2
)dψ =

1

2
(ψ +

sin 2ψ

2
)|2π0 = π

π̂

0

sin3 θdθ =

π̂

0

(1− cos2 θ) sin θdθ = − cos θ|π0 +
cos3 θ

3
|π0 = −4

3

ובסה"כ הסימן, את להפוך יש ולכן פנימי הנורמל .−2a3 · π · (− 4
3 ) הוא הערך ולכן

נקבל:

−8a3π

3

4


