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 חשבו את אחד הגבולות הבאים: .1

lim .א
𝑥→0

sin(𝑥3+𝑠𝑖𝑛(𝑥7))⋅ln(1+𝑥3) cos(𝑥4)

(1−cos(2𝑥))3
   

lim
𝑥→0

sin(𝑥3 + sin(𝑥7))

𝑥3 + sin(𝑥7)
⋅ (𝑥3 + sin(𝑥7)) ⋅

ln(1 + 𝑥3)

𝑥3
⋅ cos(𝑥4) ⋅ (

(2𝑥)2

1 − cos(2𝑥)
)

3

⋅
𝑥3

26𝑥6
= 

= lim
𝑥→0

sin(𝑥3 + sin(𝑥7))

𝑥3 + sin(𝑥7)⏟          
→1

⋅
𝑥3 + sin(𝑥7)

𝑥3⏟        
→1

⋅
ln(1 + 𝑥3)

𝑥3⏟      
→1

⋅ cos(𝑥4)⏟    
→1

⋅ (
(2𝑥)2

1 − cos(2𝑥)
)

3

⏟          
23

⋅
1

26
=
23

26
=
1

8
 

 כאשר 

lim
𝑥→0

𝑥3 + sin(𝑥7)

𝑥3
= lim
𝑥→0

1 +
sin(𝑥7)

𝑥7
⋅ 𝑥4 = 1 + 1 ⋅ 0 = 1 

limב. 
𝑥→∞

(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥)√𝑥
2+1−𝑥    

 נתחיל מהמעריך 

√𝑥2 + 1 − 𝑥 =
𝑥2 + 1 − 𝑥2

√𝑥2 + 1 + 𝑥
=

1

√𝑥2 + 1 + 𝑥
→𝑥→∞ 0 

 כעת נחזור לגבול בשאלה 

lim
𝑥→∞

(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥)
1

√𝑥2+1+𝑥 = lim
𝑥→∞

(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥)
1
𝑥
⋅

𝑥

√𝑥2+1+𝑥 = lim
𝑥→∞

((𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥)
1
𝑥)

𝑥

√𝑥2+1+𝑥
= 𝑒

1
2 = √𝑒 

 כיוון ש 

lim
𝑥→∞

𝑥

√𝑥2 + 1 + 𝑥
= lim
𝑥→∞

𝑥

𝑥
⋅

1

√1 +
1
𝑥2
+ 1

=
1

2
 

lim
𝑥→∞

(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥)
1
𝑥 = {∞0, {אילן = lim

𝑥→∞
𝑒
ln((𝑒𝑥−𝑒−𝑥)

1
𝑥)
= lim
𝑥→∞

𝑒
ln(𝑒𝑥−𝑒−𝑥)

𝑥 = 𝑒 

 יוון ש כ

lim
𝑥→∞

ln(𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥)

𝑥
= {
∞

∞
, 𝐿′𝐻𝑜𝑝𝑖𝑡𝑎𝑙} = lim

𝑥→0

𝑒𝑥 + 𝑒−𝑥

𝑒𝑥 − 𝑒−𝑥

1
= lim
𝑥→∞

𝑒𝑥

𝑒𝑥
⋅
1 + 𝑒−2𝑥

1 − 𝑒−2𝑥
= 1 



lim. ג
𝑛→∞

2𝑛⋅𝑛!

𝑛𝑛
 

 מדובר בסדרה חיובית() נשתמש בכלל המנה

𝑎𝑛+1
𝑎𝑛

=
2𝑛+1(𝑛 + 1)!

(𝑛 + 1)𝑛+1
⋅
𝑛𝑛

2𝑛𝑛!
= 2 ⋅

𝑛𝑛 ⋅ (𝑛 + 1)

(𝑛 + 1)𝑛+1
= 2 ⋅

𝑛𝑛

(𝑛 + 1)𝑛
=

2

(
𝑛 + 1
𝑛

)
𝑛 =

2

(1 +
1
𝑛
)
𝑛 →

2

𝑒
< 1 

 נה קטן מאחד הסדרה המקורית שואפת לאפס.כיוון שגבול המ 

2.  

∫ חשבו את .א
𝑥2+𝑥+1

(𝑥+1)3
𝑑𝑥. 

 מדובר באינטגרל על פונקציה רציונאלית.

 דרגת המונה קטנה מדרגת המכנה ולכן נפרק לשברים חלקיים

𝑥2 + 𝑥 + 1

(𝑥 + 1)3
=

𝐴

𝑥 + 1
+

𝐵

(𝑥 + 1)2
+

𝐶

(𝑥 + 1)3
 

 נעשה מכנה משותף ונשווה מונים

𝑥2 + 𝑥 + 1 = 𝐴(𝑥 + 1)2 + 𝐵(𝑥 + 1) + 𝐶 

 נפתח סוגריים ונשווה מקדמים

𝑥2 + 𝑥 + 1 = 𝐴(𝑥2 + 2𝑥 + 1) + 𝐵(𝑥 + 1) + 𝐶 

קבוע 1 = 𝐴 + 𝐵 + 𝐶
𝑥 1 = 2𝐴 + 𝐵
𝑥2 1 = 𝐴

 

𝐴לכן   = 1 

𝐵לכן   = −1 

𝐶ולכן   = 1 

𝑥2 + 𝑥 + 1

(𝑥 + 1)3
=

1

𝑥 + 1
−

1

(𝑥 + 1)2
+

1

(𝑥 + 1)3
 

 ולכן 

∫
𝑥2 + 𝑥 + 1

(𝑥 + 1)3
𝑑𝑥 = ∫

1

𝑥 + 1
𝑑𝑥 − ∫

1

(𝑥 + 1)2
𝑑𝑥 + ∫

1

(𝑥 + 1)3
𝑑𝑥 = ln|𝑥 + 1| +

1

𝑥 + 1
−
1

2
⋅

1

(𝑥 + 1)2
+ 𝐶 

 

  



∫שבו את האינטגרל ח .ב
𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥

∞

0
. 

∫
𝑥

𝑒𝑥
𝑑𝑥

∞

0

= {
𝑓′ = 𝑒−𝑥 𝑔 = 𝑥

𝑓 = −𝑒−𝑥 𝑔′ = 1
} = [−𝑥𝑒−𝑥]0

∞ +∫ 𝑒−𝑥𝑑𝑥
∞

0

= [−𝑥𝑒−𝑥 − 𝑒−𝑥]0
∞ = (lim

𝑡→∞
−𝑒−𝑡(𝑡 + 1)) − (−𝑒−0) = 1 

 כאשר 

lim
𝑡→∞

−𝑒−𝑡(𝑡 + 1) = lim
𝑡→∞

−
𝑡 + 1

𝑒𝑡
= 0 

 לפי סדרי גודל או לופיטל. 

 

3.  

𝑎יהי   .א ∈ ℝ,   מצאו כמה פתרונות יש למשוואה𝑒𝑥 = −
𝑥3

3
− 𝑥 + 𝑎. 

 נעביר אגף ונבנה פונקציה

ℎ(𝑥) = 𝑒𝑥 +
𝑥3

3
+ 𝑥 − 𝑎 

ℎ′(𝑥) = 𝑒𝑥 + 𝑥2 + 1 > 0 

 האיקס. הפונקציה תמיד עולה, ולכן לכל היותר חיתוך אחד עם ציר 

lim
𝑥→∞

𝑒𝑥 +
𝑥3

3
+ 𝑥 − 𝑎 = ∞ 

 לכן יש נקודה אחת מעל הציר.

lim
𝑥→−∞

𝑒𝑥 +
𝑥3

3
+ 𝑥 − 𝑎 = {0 −∞ −∞− 𝑎} = −∞ 

 .ה מתחת לצירלכן יש נקוד

 יניים יש חיתוך עם הציר.בין שתי הנקודות שמצאנו הפונקציה רציפה כצירוף של אלמנטריות ולכן לפי משפט ערך הב

 

 סה"כ חיתוך יחיד עם הציר, ולכן פתרון יחיד למשוואה המקורית.

 

𝑒𝑥(2מצאו כמה פתרונות יש למשוואה   .ב − 𝑥) = 𝑒. 

 וב נעביר אגף ונבנה פונקציה ש

ℎ(𝑥) = 𝑒𝑥(2 − 𝑥) − 𝑒 

ℎ′(𝑥) = 𝑒𝑥(2 − 𝑥) + 𝑒𝑥 ⋅ (−1) = 𝑒𝑥(1 − 𝑥) 



𝑥ור הנגזרת חיובית כאשר בביר < 𝑥ושלילית כאשר   1 > 1 

,∞−)סה"כ הפונקציה עולה בתחום   (∞,1]ויורדת בתחום  [1

𝑥ולכן יש מקסימום גלובאלי ב  = 1 

ℎ(1) = 𝑒1(2 − 1) − 𝑒 = 0 

 יתוך יחידה. לכן יש נקודת ח

 

limכך ש   𝑓תהי  .4
𝑥→0

𝑓(𝑥) = 𝑐   0כאשר < 𝑐 ∈ ℝ. 

𝑟קיים  או הפריכו:  הוכיחו  .א > 𝑥0כך שלכל  0 ∈ (−𝑟, 𝑟)   מתקיים כיlim
𝑥→𝑥0

(𝑥 − 𝑥0)𝑓(𝑥) = 0 

 הוכחה: 

)עבור הסביבה  
𝑐

2
,
3𝑐

2
𝑟קיים   𝑐של  ( > 𝑥ך שלכל כ 0 ∈ (−𝑟, 𝑟) מתקיים כי 

𝑐

2
< 𝑓(𝑥) <

3𝑐

2
 

 בתחום זה חסומהכלומר הפונקציה 

𝑥0ולכל  ∈ (−𝑟, 𝑟)  ב ליש סביבה מסבי𝑥0  שמוכלת בתוך הקטע(−𝑟, 𝑟) 

 תוך סביבה זו הפוקציה חסומה ולכן ב

lim
𝑥→𝑥0

(𝑥 − 𝑥0)𝑓(𝑥) = {0 ⋅ {חסומה  = 0 

𝑟או הפריכו: קיים   וכיחו ה .ב > 𝑥0כך שלכל  0 ∈ (−𝑟, 𝑟)   מתקיים כיlim
𝑥→𝑥0

+

𝑓(𝑥)

𝑥−𝑥0
= ∞ 

 הוכחה: 

 גם חיובית.לא רק חסומה, אלא  𝑓(𝑥)מתקיים כי   𝑥0, בתוך הסביבה של א' בסעיף בהמשך לבנייה החכמה שעשינו 

lim
𝑥→𝑥0

+

𝑓(𝑥)

𝑥 − 𝑥0
≥ lim
𝑥→𝑥0

+

𝑐
2

𝑥 − 𝑥0
= {

𝑐
2
0+
} = ∞ 

 '. ויץסיימנו לפי חצי סנדוו  שון חוקי כי הכל חיובי()האי שיוויון הרא

 

  



𝑎𝑛+1כי  𝑛המקיימת לכל  𝑎𝑛תהי סדרה  .5 = 2𝑎𝑛 + 𝑎𝑛
2 +  נתון לגבי ערך האיבר הראשון בסדרה(.)אין  1

 מונוטונית עולה. 𝑎𝑛הוכיחו כי   .א

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛
2 + 𝑎𝑛 + 1 

𝑥2 + 𝑥 + 1 = 0 

𝑥1,2 =
−1 ± √1 − 4

2
 

𝑥כת ומרחפת ולכן לכל  רבולה מחיי כלומר מדובר בפ ∈ ℝ  מתקיים כי𝑥2 + 𝑥 + 1 > 0 

 ולכן 

𝑎𝑛+1 − 𝑎𝑛 = 𝑎𝑛
2 + 𝑎𝑛 + 1 > 0 

 דרה עולה.כלומר הס

limשבו את ח .ב
𝑛→∞

𝑎𝑛. 

 ף.שאינה חסומה ושואפת לאינסואו שהיא חסומה ומתכנסת למספר סופי או כיוון שהסדרה עולה, 

𝑎𝑛דרה חסומה, נסמן  הס םא → 𝐿 ∈ ℝ :נשאיף את שני צידי נוסחת הנסיגה , 

lim 𝑎𝑛+1 = lim2𝑎𝑛 + 𝑎𝑛
2 + 1 

𝐿 = 2𝐿 + 𝐿2 + 1 

𝐿2 + 𝐿 + 1 = 0 

 נו שאין למשוואה זו פתרון! אבל ראי

𝑎𝑛כ לכך שהסדרה חסומה, ולכן סה" בסתירה → ∞. 

 

6.  

 חשבו את גבול הסדרה  .א

𝑎𝑛 = ∑
𝑘

𝑛2

𝑛

𝑘=1

 

𝑎𝑛 = ∑
1

𝑛
⋅
𝑘

𝑛

∞

𝑘=1

 

𝑓(𝑥)רימן של  זו סדרת סכומי  = 𝑥   טע לעם חלוקת הק [0,1]הרציפה בקטע𝑛 ע , ובחירת הצד הימני של כל קטים שוויםקטע

 כנקודה. 

 ינטגרלת לאואפרימן שסדרת סכומי הלכן 



𝑎𝑛 → ∫ 𝑥𝑑𝑥
1

0

= [
𝑥2

2
]
0

1

=
1

2
 

ℎעד כדי שגיאה של  𝑒רבו את  ק .ב =
1

100
. 

𝑓(𝑥)נשתמש בפונקציה  = 𝑒𝑥ה היא  קודה הרצויי, הנ𝑥 = 𝑥0והמצוייה היא   1 = 0 

𝑓(𝑛)(𝑥) = 𝑒𝑥 

𝑅𝑛 =
𝑒𝑐

(𝑛 + 1)!
(1 − 0)𝑛+1 

0כאשר   < 𝑐 < 1 

 קציה עולה נפו 𝑒𝑥כיוון ש 

𝑒0 < 𝑒𝑐 < 𝑒1 = 𝑒 < 4 

 כ ולכן סה" 

0 < 𝑅𝑛 <
4

(𝑛 + 1)!
 

𝑛עבור   =  בל נק 5

|𝑅𝑛| = 𝑅𝑛 <
4

6!
=

1

180
<

1

100
 

 ונקבל 𝑒𝑥נציב בפולינום הטיילור של 

𝑒 ≈ 1 + 1 +
1

2!
+
1

3!
+
1

4!
+
1

5!
 

 


