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 1פונקציות מרוכבות 
 nevosh@mail.biu.ac.il, מייל 987813510, טלפון 111/111שם המרצה: שחר נבו. יושב ב

 .Boas , Ahlforsספרות: האוניברסיטה הפתוחה, בן ציון קון, 

 ה.בחינ 57%. נותרו עוד 19%, ובוחן מהווה 17%תרגילי בית מהווים 

 מספרים מרוכבים –( 12.1.1912) 1שיעור 

המספרים התפתחו באופן הדרגתי, כאשר בשלב הראשון וההתחלתי המציא )או גילה( האדם הקדמון את המספרים 

ℕהטבעיים  = {1,2,3 … וכך  –, לאחר מכן הוא גילה שכשחסרים לו כמה תרנגולות הוא צריך גם מספרים שליליים {

ℤהומצאו המספרים השלמים  = {… − 2, −1,0,1,2, … . כשרצה לחלק סוכריות לילדים, והמספרים לא חולקו באופן {

ℚמלא, הוא גילה את המספרים הרציונאליים  = {
𝑚

𝑛
: 𝑚, 𝑛 ∈ ℤ, 𝑛 ≠ . בעקבות כך שציר המספרים הוא צפוף )או {0

ספרים הממשיים , ומתוך כך את המ 2√(, גילו את 1ו 1האגדה על פיתגורס והמשולש שווה שוקיים עם שוקיים בגודל 

ℝ : בשלב מאוחר מאוד, הגדירו פתרון למשוואה הבאה .𝑥2 + 1 = , ולמרות שזה לא נראה הגיוני )מאחר והגדרנו 0

𝑥העלאת מספר בריבוע למשהו שהוא לכל הפחות אפס(, הגדרנו את המספר  = 𝑖 ומכאן, התפתח לנו שדה המרוכבים .

ℂ = {𝑎 + 𝑏𝑖 ∶ 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ} . 

 פיתחו כדלהלן: את הפעולות הסטנדרטיות

𝑎)חיבור:  .1 + 𝑏𝑖) + (𝑐 + 𝑑𝑖) = (𝑎 + 𝑐) + (𝑏 + 𝑑)𝑖 

𝑎) כפל: .1 + 𝑏𝑖) ∙ (𝑐 + 𝑑𝑖) = ac + adi + bci − bd = (ac − bd) + (ad + bc)i 

היא שדה,  דיסטרבוטיביתחבורה חילופית . ×חבורה חילופית ב+, וגם חבורה חילופית ב (×,+)עם ℂ קל לראות ש

𝑧1)מאחר שמתקיים הפילוג ו × (𝑧2 + 𝑧3) = 𝑧1 × 𝑧2 + 𝑧1 × 𝑧3) קיבלנו ש ℂ  .נמצא איברים נגדייםשדה: 

𝑎: עבור +איבר נגדי ב .א + 𝑏𝑖  האיבר הנגדי הוא– 𝑎 + (−𝑏)𝑖 

𝑧קיום איבר נגדי )כלומר הופכי( בכפל: נתון  .ב = 𝑎 + 𝑏𝑖 כך ש (𝑎, 𝑏) ≠ (0,0) , 𝑎2 + 𝑏2 > . כעת נמצא לו 0
נבדוק כי , כי המרוכבים הם הרחבה של הממשיים. 1יחידה? בהכרח שהופכי. ראשית יש לשאול, מהו איבר ה

𝑎)מתקיים  + 𝑏𝑖) × (1 + 𝑜𝑖) = 𝑎 + 0 + 𝑏𝑖 + 0 = 𝑎 + 𝑏𝑖 והוכחנו שהוא איבר יחידה. עכשיו נחפש ,

(𝑎 + 𝑏𝑖) × (𝑥 + 𝑖𝑦) = 1 + 0𝑖  וע"י פיתוח ע"פ כפל נקבל(𝑎𝑥 − 𝑦𝑏) + (𝑏𝑥 + 𝑎𝑦)𝑖 = 1 + 0𝑖 נשווה .

}המדומה עם המדומה, ונקבל מערכת משוואות את הערך הממשי עם הממשי, ו
𝑎𝑥 − 𝑦𝑏 = 1
𝑏𝑥 + 𝑎𝑦 = 0

, ואנו יודעים {

)בוודאות שיש למערכת משוואות הזו פתרון כי הדטרמיננטה של 
𝑎 −𝑏
𝑏 𝑎

𝑎2היא  ( + 𝑏2  !וזה בהכרח חיובי ,

𝑥ע"פ מה שלמדנו בלינארית, הפתרון הוא  =
𝑎

𝑎2+𝑏2  , 𝑦 = −
𝑏

𝑎2+𝑏2 קיבלנו אחרי כל זה ביטוי לאיבר .

𝑎)  :ההופכי + 𝑏𝑖)−1 =
𝑎

𝑎2+𝑏2 −
𝑏

𝑎2+𝑏2 𝑖 . 

𝑎)כעת נבדוק זאת ע"י הכפלתם:  + 𝑏𝑖) ×
𝑎−𝑏𝑖

𝑎2+𝑏2 =⏟
כי זה שדה

𝑎2−𝑖2𝑏2

𝑎2+𝑏2 =
𝑎2+𝑏2

𝑎2+𝑏2 
=  .ש.ל. , ומ1

𝑧0היא קבוצה סגורה אם לכל  Aהאוקלידי. כלומר,  ℝ2זהה לזו של  ℂ : הטופולוגיה בהטופולוגיה = 𝑥0 + 𝑖𝑦0 ∈ 𝐴 

𝑟קיים  > ,𝑥)} כך ש 0 𝑦): (𝑥 − 𝑥0)2 + (𝑦 − 𝑦0)2 < 𝑟2} ⊂ 𝐴זהו עיגול שמרכזו ב , 𝑧0  ורדיוסוr ,מכאן והלאה .

𝑧0נסמן תמיד  = 𝑥𝑜 + 𝑖𝑦0 . 

|𝑧0|: מרחק, נתון ע"י ערך מוחלט = √𝑥0
2 + 𝑦0

𝑧1|. ולפי זה, הביטוי 2 − 𝑧2|  מסמל את המרחק בין𝑧1 ו 𝑧2 , לפי זה.

,𝐵(𝑧0נגדיר  𝑟) = {𝑧: |𝑧 − 𝑧0| < 𝑟} ,𝐵′(𝑧0, 𝑟) = {𝑧: 0 < |𝑧 − 𝑧0| < 𝑟} , �̅�(𝑧0, 𝑟) = {𝑧: |𝑧 − 𝑧0| ≤ 𝑟} ייתכן .

, Δ(𝑧𝑜ונסמן  𝑟)  במקום𝐵(𝑧0, 𝑟)  .וכדומהΔ𝑈  מסמן את עיגול היחידה , כלומרΔ𝑈 = Δ(0,1). 
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𝑧0̅: מוגדר להיות הצמוד = 𝑥0 − 𝑖𝑦0 כמו כן, מתקיים .𝑧0̅ ∙ 𝑧0 = 𝑥0
2 + 𝑦0

2 = |𝑧0|2מכאן, ש .
�̅�

|𝑧|2 =
1

𝑧
= 𝑧−1 .

. גם כן קל לראות x. אפשר להבין זאת כמראה של כל מספר כאשר המראה היא ציר zכלומר, מצאנו את ההופכי של 

𝑧1)ומומלץ להראות בבית!( ש ∙ 𝑧2̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑧1̅ ∙ 𝑧2̅ו ,(𝑧̅)−1 = 𝑧−1̅̅ ̅̅ ̅ . 

𝑧1| טענה: ∙ 𝑧2| = |𝑧1| ∙ |𝑧2| 

𝑧1|הוכחה:  ∙ 𝑧2|2 = 𝑧1 ∙ 𝑧2 ∙ (𝑧1 ∙ 𝑧2)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ = 𝑧1 ∙ 𝑧1̅ ∙ 𝑧2 ∙ 𝑧2̅ = |𝑧1|2|𝑧2|2  .וע"י הוצאת שורש קיבלנו את הרצוי
 מ.ש.ל.

נחפש הגדרה גיאומטריה שתהיה קונסיסטנטית עם הכפל גם כן,  הצגה פולרית )קוטבית(: 

,𝑥)החיבור הוא פשוט לפי כלל המקבילית. נגדיר את המעבר כך :  𝑦) => (𝑟, 𝜃)  כאשרr 

𝑥נקבל ע"פ הגדרה זו כי החיובי נגד כיוון השעון.  xזווית מציר  𝜃ו (0,0)זה המרחק מ =

𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃), 𝑦 = 𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)  וכמובן שניתן לבחור(𝜃 = 𝜃 + 2𝜋𝑘 ).. : כעת נגדיר את הכפל כך

𝑧1 ∙ 𝑧2 = (𝑟1, 𝜃1) ∙ (𝑟2, 𝜃2) = (𝑟1𝑟2, 𝜃1 + 𝜃2)  וזה יעבוד לנו, כמו שניתן לראות אם ,
 נביט במרוכבים כמוצג משמאל. 

𝑟1𝑟2בעצם, המכפלה מובעת ע"י הביטוי  cos(𝜃1 + 𝜃2) + 𝑖𝑟1𝑟2sin (𝜃1 + 𝜃2) נבדוק .

𝑟1(cos(θ1))זאת:  + isin(θ1)) ∙ r2(cos(𝜃2) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜃2))) =

𝑟1𝑟2[(cos(𝜃1) cos(θ2) − sin(𝜃1) sin(𝜃2)) + 𝑖(cos(𝜃1) sin(𝜃2) + sin(𝜃1) 𝑐𝑜𝑠(𝜃2))] =

𝑟1𝑟2(cos(𝜃1 + 𝜃2) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜃1 + 𝜃2)) = 𝑟1𝑟2𝑐𝑖𝑠(𝜃1 + 𝜃2) !נגדיר  כצפוי(cos(𝜃) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜃) = 𝑐𝑖𝑠(𝜃)) 

 את האיבר ההופכי ניתן למצוא בעזרת הביטוי הפולרי כך :

𝑧עבור  = 𝑟𝑐𝑜𝑠(𝜃) + 𝑖𝑟𝑠𝑖𝑛(𝜃)  נמצא
1

𝑧
=

1

𝑟
(cos(−𝜃) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(−𝜃)) =

1

𝑟
(cos(𝜃) − 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜃)) =

1

𝑟2 ∙ 𝑟𝑐𝑖𝑠(𝜃) 

 השנייה.  ת הביטוי שעבדנו עליו עם ההצגהוקיבלנו א

𝑟𝑐𝑖𝑠(𝜃) : נוכיח בהמשך הקורס את הסימון הבא = 𝑟𝑒𝑖𝜃  והוא נוח מאוד לחישובים שלנו. זו היא הקדמה לנוסחת ,
 מואבר.

cos(𝜃)) נוסחת דה מואבר: + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜃))
𝑛

= cos(𝑛𝜃) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝑛𝜃)  עבורn  שלם. אפשר לדלות מהנוסחה הזו המון
 מטריות.זהויות טריגונו

n=2 :(cos(𝜃)נביט ב + 𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜃))
2

= cos(2𝜃) + 𝑖𝑠𝑖𝑛(2𝜃) = cos2(𝜃) − sin2 𝜃 + 2𝑖𝑠𝑖𝑛(𝜃) cos(𝜃) וע"י ,

cos2השוואה בין החלקים )המדומה למדומה והממשי לממשי( נקבל  𝜃 = cos2 𝜃 − sin2 𝜃  וגם לגביsin2 𝜃 . 

 הם מספרים על מעגל היחידה.  𝑒𝑖𝐴 הערה :  -

𝒛𝒏פתרון משוואה מסוג  = 𝒛𝟎 : נוח מאוד לפתור משוואות מסוג זה בצורה פולרית. נגדיר את𝑧0 = 𝑟0𝑒𝑖𝐴0 , ואם  

𝑟0מתקיים ש = 𝑧אז הפתרון היחיד הוא  0 = 𝑧. אחרת, נגדיר 0 = 𝑟𝑒𝑖𝐴 ולכן ,(𝑟𝑒𝑖𝐴)
𝑛

= 𝑟0𝑒𝑖𝐴0 ועל כן ,𝑟𝑛𝑒𝑖𝐴𝑛 =

𝑟0𝑒𝑖𝐴כעת, מתקיים בהכרח ש .𝑟 = √𝑟0
𝑛ו ,𝑛𝐴 = 𝐴0 + 2𝜋𝑘 . 

𝐴נקבל את הזהות  =
𝐴0

𝑛
+

2𝜋

𝑛
𝑘ו ,k  יכול להיות כרצוננו. לכל משוואה ממעלהn  נקבלn  פתרונות. הפתרונות ימצאו על

 רדיוס של כולם זהה. אותו המעגל תמיד, כי ה

𝑧3, נפתור את המשוואה n=3: עבור דוגמה = 8𝑒
𝑖𝜋

𝑧𝑘+1. ע"פ הנוסחה שלמדנו זה עתה, נקבל 2 = 2𝑒
𝑖𝜋

6
+

2𝜋𝑘

3 , 𝑘 = 0,1,2 

𝑧1ולכן  = 2𝑒
𝑖𝜋

6 , 𝑧2 = 2𝑒
5𝜋𝑖

6 , 𝑧3 = 2𝑒
9

6
𝜋𝑖ת. נביט בדוגמה נוספת:. ניתן לפתור לפעמים בצורה קרטזי 

𝑧3: דוגמה = 𝑧1ברור ש)כאן כל הפתרונות יהיו על מעגל היחידה(.  1 = חרים נמצא באמצעות . את שתי הפתרונות הא1

𝑧ההצגה הקרטזית. נציב  = 𝑥 + 𝑖𝑦  ונקבל(𝑥 + 𝑖𝑦)3 = 𝑥3 + 3𝑥2𝑖𝑦 − 3𝑥𝑦2 − 𝑖𝑦3 = וואות . אלו הם שתי מש1
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𝑥3י נעלמים בשנ − 3𝑥𝑦2 = 1 , 3𝑥2𝑦 = 𝑦3 פתרון ראשון הוא .y=0 ואז ,x=1 כעת לחלק ב. אופציה נוספת היאy , כי

𝑦 ≠ 3𝑥2ולקבל , 0 = 𝑦2  ולהציב במשוואה השנייה𝑥3 − 9𝑥3 = 𝑥3ולכן  1 = −
1

8
𝑥ומכאן ש  = −

1

2
. כעת, נמצא את 

y :𝑦2 =
3

4
𝑦ומזה יוצא ש  = ±

√3

2
𝑧1ו שלושה פתרונות , כדלקמן: . קיבלנ = 1, 𝑧2 = −

1

2
+

𝑖√3

2
, 𝑧3 = −

1

2
−

𝑖√3

2
 .

 מ.ש.ל. 

 כמה הערות:

  עבור𝑧 = 𝑎 + 𝑏𝑖  נגדיר𝑅𝑒(𝑧) = 𝑎, 𝐼𝑚(𝑧) = 𝑏 וכמובן ש|𝑎|, |𝑏| ≤ |𝑧| 

  :אי שוויון המשולש|𝑧1 + 𝑧2| ≤ |𝑧1| + |𝑧2| 
 

𝑧𝑛סדרת מספרים מרוכבים מסוג  {𝑧𝑛}נניח  כעת, נתחיל לגלוש לכיוון של אנליזה: = 𝑥𝑛 + 𝑖𝑦𝑛 נאמר ש𝑧𝑛 → 𝑧0  אם

𝑧𝑛|ורק אם  − 𝑧0| → 𝑛עבור  0 → ,𝑥𝑛)כמובן. זה קורה או"א  ∞ 𝑦𝑛) → (𝑥0, 𝑦0) . באופן דומה עבור הפולרי מתקיים

𝑟𝑛כי  → 𝑟0, 𝜃𝑛 → 𝜃0. 

בלי שום בעיה. הכל אפשר  x,y: כאן מתחיל הקסם של המרוכבים. במקרה הממשי, מדובר בפונקציה במישור פונקציות

, ואת זה אין אנו יכולים לדמות ℝ2ל ℝ2בגלל שמבחינה טופולוגית פונקציה מרוכבת היא כמו העתקה מלראות בעיניים. 
טים זה מאוד מקשה על המחקר מהבחינה הזו שלא ניתן לראות את הכל בעיניים, ומקבלים משפעל מערכת צירים. 

 מפתיעים, למשל: אם פונקציה מרוכבת חסומה במישור וגזירה, אז הפונקציה הזו חייבת להיות קבועה. 

 כן במישור המרוכב. וכב וערכיה גםהמוגדרת בקבוצה במישור המר 𝜑(𝑧)פונקציה מרוכבת היא : הגדרה

𝑓(𝑧)למשל  = 𝑧 , 𝑧2, 3𝑧6 − 2𝑧,
𝑧2−1

𝑧3+5𝑧+2
 . 

𝐿(. קיים )תחום=קבוצה פתוחה וקשירה ℂתהיה מוגדרת בתחום ב fבד"כ,  = lim
𝑧→𝑧0

(𝑓(𝑧))  אם|𝑓(𝑧) − 𝐿|𝑧→𝑧0
→ 0  .

휀לכל אם  כלומר, > 𝛿יש  0 > 0כך שאם  0 < |𝑧 − 𝑧0| < 𝛿  אזי|𝑓(𝑧) − 𝐿| < 휀 קיים גבול. אם 𝐿 = 𝑓(𝑧0)  נאמר

 . Dרציפה בכל נקודה ב fאם  Dרציפה ב 𝑧0. fרציפה ב 𝑓(𝑧)אז ש


