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g כך ש  gפונקציה מדידה לבג. הראו כי קיימת פונקציה מדידה בורל  fתהי  .1 f= 
 כמעט בכל מקום.

 
כך ש  nfמדידה לבג אזי קיימת סדרה של פונקציות פשוטות  fפתרון: ראינו כי אם 

nf f→  נסמן .
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ע"י  g. נגדיר את הפונקציה  

( ) ( )lim ng x g x=  עלcB  0וg הינה מדידה בורל שכן  gוכבר ראינו שאז   Bעל  =

ng  הינן כאלו. כמו כן, קל לראות כיg f=  כב"מ מכאן שg .הינה הפונקציה הדרושה 
 

f:*תהי  .2 →   0מדידה לבג. אזי לכלε g:קיימת פונקציה רציפה  < →   אשר מתאפסת

fמחוץ לקבוצה חסומה ו  g dm ε− <∫.  
 פתרון: נוכיח זאת בכמה שלבים:
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)מדידה לבג ו   Eראינו בהרצאה כי אם  .ב )m E < אז ניתן למצוא קטעים זרים ופתוחים  ∞

1 2, ,..., lI I I  כך ש
1 2

l

i
i

m E I ε
=

 
∆ < 

 


. מכאן ש  
1
1 1

2i

l

I E
i

dm ε
=

− . מצד שני עפ"י ∫∑>

,כזאת כך ש   δמשראינו נובע כי ניתן לבחור  1
2i iI I dm
lδ
ετ − ומכאן ש  ∫>

1 1 1
1

2 2i i

l l l

I I
i i i

dm
l
ε ετ

= = =

− < =∑ ∑ . ועכשיו, אם נסמן  ∫∑
1

i

l

I
i

ψ τ
=

, נובע כי ∑=

1E dmψ ε− <∫. 

f:*למדנו כי אם  .ג →   אינטגרבילית אז קיימת פונקציה
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 למת פאטו

 

:תזכורת: ראינו בהרצאה  את למת פאטו האומרת שאם  [0, ]nf X → , פונקציות מדידות אזי  ∞
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 דוגמא לאי שוויון חזק:

)נתבונן בממ"ח  ), ,L m ונגדיר סדרת פונקציות פשוטות ע"י ,( ) 1
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n nf. לכל 2 dm = ∞∫


 

0שוויון בלמת פאטו הוא חזק: -ולכן האי < ∞. 

 
 
 

nf:*תרגיל (למת פאטו ההפוכה) : הוכיחו כי אם  .3 X →  פונקציות מדידות המוגדרות על הממ"ח

( ), ,X S µ  אם קיימת פונקציה אינטגרבילית .nf g≤  לכלn אזי , 
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פתרון: נסתכל על סדרת הפונקציות 
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אם  .4
nf שליליות ואינגרביליות כך ש -הינה סדרה של פונקציות איnf f↓ הראו כי , 
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 נשלטתהתכנסות 

 

 

nf:*יהיו תזכורת:  X →   פונקציות מדידות כך שnf f→  ונניח וקיימת פונקציה איטגרבילית ,
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g:תהי  .5 →   אינטגרבילית ותהי :f →   חסומה, מדידה (לבג) ורציפה בנקודה
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וקיימת פונקציית הגבול  
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f:תהי  .6 →   ,אינטגרביליתa∈  ונגדיר עבורx a>  
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