
 (פתרון) 2תרגיל   בוא לטופולוגיהמ    
 

ℕקיים  ⇐היא סדרת קושי  𝑥𝑥𝑛𝑛א'  .1 ∋ 𝑛𝑛0 1 -כך ש > 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥𝑛𝑛0)   לכל𝑛𝑛0 ≤ 𝑛𝑛 ת ר(לפי הגד
1סדרת קושי כאשר  = 𝜀𝜀( .:אם נסמן 

 𝑟𝑟 = max
 

{𝑑𝑑�𝑥𝑥1, 𝑥𝑥𝑛𝑛0�,𝑑𝑑�𝑥𝑥2, 𝑥𝑥𝑛𝑛0� , … ,𝑑𝑑�𝑥𝑥𝑛𝑛0−1, 𝑥𝑥𝑛𝑛0�, 1} + 1
2
        

𝑟𝑟קבל:     נ   > 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑥𝑥𝑛𝑛0)   לכל   . 𝑥𝑥𝑛𝑛   היא סדרה חסומה ⇐ 𝐵𝐵(𝑥𝑥𝑛𝑛0, 𝑟𝑟) ⊇ {𝑥𝑥𝑛𝑛} ⇐ ℕ ∋ 𝑛𝑛 
   

𝑥𝑥𝑛𝑛-נניח ש ב'  → 𝑥𝑥הוכחנו בהרצאה שכל סדרה מתכנסת היא סדרת קושי. לכן . 𝑥𝑥𝑛𝑛 מתכנסת ,
 ה. חסומהיא  לפי א', ו

 
𝐵𝐵 -וציפה ר 𝑓𝑓תהי    .⇐ .2 ⊇ 𝐹𝐹 קבוצה פתוחה    קיימת סגורה. אזי𝐵𝐵 ⊇ 𝑈𝑈   

𝐹𝐹 -כך ש = 𝑈𝑈𝑐𝑐  .אזי  �𝑓𝑓−1(𝑈𝑈)�𝑐𝑐 = 𝑓𝑓−1(𝑈𝑈𝑐𝑐) = 𝑓𝑓−1(𝐹𝐹) אבל .𝑓𝑓−1(𝑈𝑈)  פתוחה מכיוון 
𝑓𝑓−1(𝑈𝑈)�𝑐𝑐�רציפה (הרצאה). אזי   𝑓𝑓 -ש = 𝑓𝑓−1(𝐹𝐹)  .סגורה לפי הגדרה∎ 

  ,)𝐴𝐴-(ב  סגורהגם   𝐵𝐵 -בסגורה קבוצה -תתכל הפוכה של  תמונהתהי    ⇒.
𝐵𝐵תהי ו ⊇ 𝑈𝑈  - אזי  .פתוחה  𝑈𝑈𝑐𝑐  ולכן  סגורה 𝑓𝑓−1(𝑈𝑈𝑐𝑐)  גם סגורה. אבל אז 

𝑓𝑓−1(𝑈𝑈𝑐𝑐) = �𝑓𝑓−1(𝑈𝑈)�𝑐𝑐  סגורה ו-𝑓𝑓−1(𝑈𝑈)  .פתוחה 
𝐵𝐵בלנו:  יק ⊇ 𝑈𝑈    פתוחה𝑓𝑓−1(𝑈𝑈) ק לרציפות של פתוחה, וזה (הרצאה) תנאי מספי ⇐
 ∎.𝑓𝑓 הפונקציה
 

𝑀𝑀-נניח ש א' .3 ∋ 𝑥𝑥 ו-  𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑥𝑥 . לפי קריטריון התכנסות הסדרות שהוכח בהרצאות  
𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑥𝑥)  זה גורר: → 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑎𝑎)| -הוכח בשיעור ש . 0 − 𝑑𝑑(𝑥𝑥 ,𝑎𝑎)| ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥)    

𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑎𝑎)|  -אבל זה אומר ש  − 𝑑𝑑(𝑥𝑥 ,𝑎𝑎)| → , ידועה ℝ-אחת מהתחונות של סדרות ב (  0
𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛)|מקורסים קודמים). לכן קיבלנו:  − 𝑓𝑓(𝑥𝑥)| → של . אבל זה תנאי מספיק להתכנסות  0

 . זאת אמרת, ℝבמטריקה הרגילה של  𝑓𝑓(𝑥𝑥)לנקודה  𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛)סדרה 
𝑥𝑥𝑛𝑛קיבלנו:   → 𝑥𝑥   𝑓𝑓(𝑥𝑥𝑛𝑛) → 𝑓𝑓(𝑥𝑥)  .𝑓𝑓נובעת רציפות של   )2הרצאה ה( זהומ⇐

 
ℝ𝑛𝑛שתי נקודות  חק בין מרהב'  ∋ 𝑎𝑎, 𝑏𝑏  בנורמה   במטריקה אוקלידית אפשר לבטא

𝑎𝑎‖ האוקלידית − 𝑏𝑏‖  ,לכל ווקטור  :הידועה מקורסים קודמיםℝ𝑛𝑛 ∋ 𝑣𝑣  כך ש-   

,(𝛼𝛼1,𝛼𝛼2, … ,𝛼𝛼𝑛𝑛) = 𝑣𝑣  𝛼𝛼𝑖𝑖 ∈ ℝ :    �∑ 𝛼𝛼𝑖𝑖2𝑛𝑛
𝑖𝑖=1 = ‖𝑣𝑣‖. 

 𝑓𝑓,𝑔𝑔 ניקח נקודה כלשהיא ת. לכן ורציפ𝑀𝑀 ∋ 𝑎𝑎 ונוכיח ש- 𝑓𝑓 + 𝑔𝑔 רציפה ב- 𝑎𝑎. 
𝜀𝜀יהיה  > 𝛿𝛿1קיים   :. אזי0 > 𝑓𝑓(𝑥𝑥)‖  -כך ש 0 − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)‖ < 𝜀𝜀

2
⇐ 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑎𝑎) < 𝛿𝛿1  

)𝑓𝑓 ב רציפה- 𝑎𝑎(  קיים ו𝛿𝛿2 > 𝑔𝑔(𝑥𝑥)‖  -כך ש 0 − 𝑔𝑔(𝑎𝑎)‖ < 𝜀𝜀
2
⇐ 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑎𝑎) < 𝛿𝛿2  

)𝑔𝑔 ב רציפה- 𝑎𝑎( .  
𝑓𝑓(𝑥𝑥)��: הלפי אישוויון המשולש לנורמ + 𝑔𝑔(𝑥𝑥)� − �𝑓𝑓(𝑎𝑎) + 𝑔𝑔(𝑎𝑎)�� = 

≥ ��𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)� + �𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑎𝑎)�� ‖𝑓𝑓(𝑥𝑥) − 𝑓𝑓(𝑎𝑎)‖ + ‖𝑔𝑔(𝑥𝑥) − 𝑔𝑔(𝑎𝑎)‖> 
     𝜀𝜀 =  𝜀𝜀

2
+ 𝜀𝜀

2
. ∎ 

 
𝐹𝐹תהי  .4 ∋ 𝑥𝑥𝑛𝑛 לכל  לכן   .סדרת קושי𝜀𝜀 > ℕקיים  0 ∋ 𝑛𝑛0 כך ש- 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑚𝑚,𝑥𝑥𝑛𝑛) < 𝜀𝜀 כאשר 

 𝑚𝑚,𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 . מכיוון ש- 𝐹𝐹 מרחב מטרי של -תת𝑀𝑀 ש, זה אומר- 𝑥𝑥𝑛𝑛 – רת קושי גם בסד-𝑀𝑀. 
𝑀𝑀שלם ולכן קיים  𝑀𝑀 אבל  ∋ 𝑥𝑥 כך ש- 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑥𝑥לפי התנאים ., 𝐹𝐹  קבוצה סגורה ולכן𝐹𝐹 ∋ 𝑥𝑥. 

 מרחב מטרי שלם.  𝐹𝐹ולכן  𝐹𝐹-מתכנסת ב 𝑥𝑥𝑛𝑛זאת אומרמ 



 
  פתוחה. – 𝐹𝐹𝑐𝑐-ח שכימספיק להוא'  .5

𝐹𝐹𝑐𝑐יהיה  ∋ 𝑦𝑦. :0 לכן < 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝛿𝛿 ⇐ 𝑥𝑥 ≠ 𝑦𝑦 ⇐ 𝐹𝐹 ∋ 𝑥𝑥 . 
𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑥𝑥 קיים  לכן ℕ ∋ 𝑛𝑛0ך שכ- 𝛿𝛿

2
> 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑥𝑥) ⇐ 𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 .   

𝑥𝑥𝑛𝑛 ,חוץ מי זה ≠ 𝑦𝑦 ⇐ 𝐹𝐹 ∋ 𝑥𝑥𝑛𝑛  לכל ולכן𝑛𝑛 < 𝑛𝑛0 0 קיימים < 𝛿𝛿𝑛𝑛  
0 -כך ש < 𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑦𝑦) = 𝛿𝛿𝑛𝑛  נסמן . אם𝑟𝑟 ≔ min {

 

𝛿𝛿
2

, 𝛿𝛿1
2

, 𝛿𝛿2
2

, … ,
𝛿𝛿𝑛𝑛0−1
2

  :אז נקבל {

𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑟𝑟) ∋ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ⇐ 𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 (*). 
,𝐵𝐵(𝑦𝑦כדור האת ניקח אם  𝑟𝑟)  ,אנחנו נראה ש-  

 𝑛𝑛 < 𝑛𝑛0 ⇐ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∉ 𝐵𝐵(𝑦𝑦, 𝑟𝑟)   (**)    י כ𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛,𝑦𝑦) = 𝛿𝛿𝑛𝑛 > 𝑟𝑟 . 
,𝐵𝐵(𝑥𝑥 עכשיו:  𝑟𝑟) ∩ 𝐵𝐵(𝑦𝑦, 𝑟𝑟) = 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) כי     (***)  ∅ = 𝛿𝛿 ו-𝑟𝑟 ≤ 𝛿𝛿

2
  .)אישוויון המשולש!( ,

𝐹𝐹 : בעונ (***),(**),(*)-מ ∩ 𝐵𝐵(𝑦𝑦, 𝑟𝑟) = 𝐹𝐹𝑐𝑐רת מוזאת א ∅ ⊇ 𝐵𝐵(𝑦𝑦, 𝑟𝑟) ולכן ,𝐹𝐹𝑐𝑐 לפי  פתוחה
 ∎.ההגדרה

𝑀𝑀הערה: מומלץ לצייר את זה למקרה ( = ℝ2( 
 

𝐹𝐹קבוצות: -לשתי תת 𝐹𝐹נפצל ב'  = 𝐹𝐹1 ∪ 𝐹𝐹2 כהשר  
= 𝐹𝐹1   {0} ∪ � 1

2
, 1
3

, 1
4

, 1
5

, … , 1
𝑛𝑛

, … =-ו� 𝐹𝐹2  {1} ∪ � 1
2

, 2
3

, 3
4

, 4
5

, … , 𝑛𝑛−1
𝑛𝑛

, … � 
𝜀𝜀אם  > ⇐-כך ש 𝑛𝑛0קיים  0 𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0 |1 − 𝑛𝑛−1

𝑛𝑛
| = 1

𝑛𝑛
< 𝜀𝜀  .לכן :𝒏𝒏−𝟏𝟏

𝒏𝒏
→ 𝟏𝟏;  𝟏𝟏

𝒏𝒏
→ זאת .    𝟎𝟎

𝐹𝐹צות סגורות. לכן והן קב 𝐹𝐹2וגם  𝐹𝐹1גם ש א' 5לפי התרגיל  :אומרת = 𝐹𝐹1 ∪ 𝐹𝐹2 לפי ( רהוסג
 ∎ .)אחת מהתחונות קבוצות סגורות

 


