
ד"בס

פונקציות מרוכבות 
פתרון –2תרגיל 

הבאות.1 הסדרות של הגבולות את קיימים(חשבו הם )אם

.א
1 2

n

n i
z

n n


 

:פתרון
1

lim 1

2
lim 0

n

n

n

n

n










limולכן 1n
n

z


.

.ב
1 1

1 1
n n

nz i
n n


   

      
   

:פתרון

1

1
lim 1

1
lim 1

n

n

n

n

e
n

e
n









 
  

 

 
  

 

1limולכן n
n

z e ie


 

.ג
1

sin cosnz n n i n
n

 
 

   
 

:פתרון
1

lim sin
n

n n
n




 
  

 
קיים עבור,לא 2nכי kנקבל

1
sin

1 1 2lim 2 sin 2 lim 2 sin lim 1
12 2

2

k k k

kk k k
k k

k


  

 
    

 

2עבורו 1n k נקבל

 

1
sin

1 2 1lim 2 1 sin 2 lim 1
12 1

2 1

k k

kk k
k

k

 
 

         
 



limולכן n
n

z


קיים .לא



ד"בס

.ד
1

2

n

n

i
z

 
  
 
:פתרון

זו שונים8בסדרה עצמםשאיברים על חוזרים הזמן 4,כל
ik

kz e


,

1, ,8k  הגבול limולכן n
n

z


קיים .לא

משתנה.2 של כפונקציות הבאות הפונקציות את iyxzכאשר,zכתבו 

.א  














2222 yx

y
yi

yx

x
xzf

:פתרון

     

z
z

z

z
z

yx

iyx
iyx

yx

y
yi

yx

x
xzf

1
2

222222






















.ב 
 

 
 

i
yx

yx

yx

yxx
zf

2222

22

1

12

1

12











:פתרון

 
 

 
     

 
 

 
  2

2

2222

2

2222

22

2222

22

1

12

1

21

1

1

221

1

2

1

12

1

12




































z

zz

yx

iyx

yx

iyx

yx

yix

yx

yxyix
i

yx

yx

yx

yxx
zf

הפונקציה.3 את הגדירו 
1 1 1

2 2
f z

z z

 
   

 
2zבנקודה זו בנקודה רציפה שתהייה .כך
:פתרון

 
2 2 2

2 1 1 1
lim lim lim

2 2 2 4z z z

z
f z

z z z  

   
        

   
הפונקציה :ולכן

 

1 1 1
2

2 2

1
2

4

z
z z

F z

z

 
      

  


ב 2z-רציפה .



ד"בס

הבאות.4 הפונקציות בהן הנקודות כל את התחומיםאתוכן,גזירות-מצאו
אנליטיות הפונקציות :בהם

2.א 2( )f z x iy ( )z x iy 

:פתרון

 

 

 

2 2

2

2

,

,

f z x iy

u x y x

v x y y

 





     2 2, , ,u x y v x y C 

vu, פונקציות דפרנציאביליות.

:CRנבדוק משוואות 

00

22





















x

v

y

u

y
y

v
x

x

u

)מתקיימות  בנקודות CRמשוואות  , )x x)א "זx y.(

 zf- 4גזירה  בנקודות( 0, )
n i

r n z re



 

 
    ,אנליטית אינהו

.בשום מקום 

.ב  zzf 

:פתרון

 f z x iy  1ולכן 1
u v

x y

 
   

 

רימן לא מתקיימות בשום נקודה -משוואות קושי zf אינה- גזירה ואינה

.אנליטית בשום מקום 

.ג  zzzf Im2 

:פתרון

   
22 2 2Im 2

2 2

2 1 2

f z z z x iy y x y y ixy

u v
x x

x y

u v
y y

y x

        

 
 

 

 
     

 

ו -מאחר
u v

y x

 
 

 
, f z אינה- בשום מקום אנליטית ואינהגזירה.

.ד    
2

1 Ref z z z 

:פתרון

      
2 2 3 2 21 Re 1f z z z x iy x x x iyx       

פונקציות  3 2,u x y x x ו-  2,v x y yxבכל דיפרנציאביליות

.המישור



ד"בס

קושי של משוואות :רימן-נבדוק
2 23 2

0 2

u v
x x x

x y

u v
xy

y x

 
  

 

 
   

 

מכאן

 2 2 23 2 2 2 0 2 1 0 0 1

0 2 0 0

x x x x x x x x or x

xy x or y

          

    

הפונקציה מהצורה-ולכן הנקודות בכל גזירה 0, yלכלy

ה"ז( ציר על -וב)y-א 1,0,מאחר מקום בשום אנליטית אינה אבל

הפונקציה בה סביבה אין נקודה הנקודות-ולאף בכל .גזירה

תהי.5     , ,f z u x y iv x y פונקציה-בתחום וכןDגזירה f z

התנאי את מקיימת   2 , ,u x y v x yב-D.כיהוכ יחו f zב .D-קבועה

:הוכחה
f-ב משוואהDגזירה מקיימת .D-בCRולכן

u v

x y

 


 

הנתון :ולפי
 2uu

x y




 

א"ז

1) 2
u u

u
x y

 


 

של השנייה נובעCRמהמשוואה
u v

u x

 
 

 
א"ז

2) 2
u u

u
y x

 
 

 

)1–ב)2נציב

 2

2 2

1 4 0

u u
u u

x x

u
u

x

  
   

  


 



 0
u

u h y
x


   


פונקציה"ז שלuא פונקציה .בלבדyהיא

ל )1–נחזור

2
u u

u
x y

 


 

ולכן

   0 2h y h y



ד"בס

   2h y c h y const   או
 2

0
d h

dy
 

א"ז  2f z const iconst 

א"ז f zמש .ל"קבועה


