
 פתרון - 3 בית תרגיל -מבוא לטופולוגיה  
 

 ,(ידועה במקרים פרטיים מקורסים קודמים, למשל .הגדרה .1
𝑓𝑓:ℝפונקציה גבי ל   → ℝ:( 
 רציפה במידה  שווהנקראת  𝑓𝑓פונקציה  מרחבים מטריים. 𝑋𝑋,𝑌𝑌 היו י
𝜀𝜀אם לכל   > 𝛿𝛿 קיים  0 > 𝑥𝑥1,𝑥𝑥2כך שלכל 0 ∈ 𝑋𝑋 : 

𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥1,𝑥𝑥2) <  𝛿𝛿 ⇒  𝑑𝑑𝑌𝑌�𝑓𝑓(𝑥𝑥1),𝑓𝑓(𝑥𝑥2)� < 𝜀𝜀 
 

 :והוכיחמרחבים מטריים.  𝑋𝑋,𝑌𝑌 יהיו 
𝑓𝑓:𝑋𝑋א') פונקציה  → 𝑌𝑌 .רציפה במידה שווה היא רציפה 

  הוכחה.
𝜀𝜀 רציפה בכל נקודה. יהי   𝑓𝑓 -נוכיח ש > 𝑎𝑎 -ו0 ∈ 𝑋𝑋  . 

𝛿𝛿 אזי קיים   > ,𝑥𝑥שלכל  כך0 𝑥𝑥1 ∈ 𝑋𝑋 : 
  𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥, 𝑥𝑥1) <  𝛿𝛿 ⇒  𝑑𝑑𝑌𝑌�𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝑓𝑓(𝑥𝑥1)� < 𝜀𝜀. 

𝑥𝑥1אם  ,בפרט = 𝑎𝑎 :מתקיים 
𝑥𝑥לכל   ∈ 𝑋𝑋:  (𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥,𝑎𝑎) <  𝛿𝛿 ⇒  𝑑𝑑𝑌𝑌�𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑓𝑓(𝑎𝑎)� < 𝜀𝜀) 

הייתה  𝑎𝑎הבחירה של .לפי ההגדרה 𝑎𝑎 -רציפה ב 𝑓𝑓זאת אומרת,  
 , מש''ל.רציפה 𝑓𝑓 )ההרצאותאקראית לכן (

 
𝑓𝑓:𝑋𝑋פונקציה וקומפקטי  𝑋𝑋 ב') אם → 𝑌𝑌 שווה. , היא רציפה במידה רציפה 

 
 הוכחה 

𝜀𝜀יהי  >  תתכאשר כל  𝑋𝑋 �𝑈𝑈𝑦𝑦�𝑦𝑦∈𝑌𝑌ל קבוצות ש . נתבונן במשפחת תת 0

𝑈𝑈𝑦𝑦מוגדרת באופן הבא:  𝑈𝑈𝑦𝑦קבוצה  = 𝑓𝑓−1 �𝐵𝐵 �𝑦𝑦, 𝜀𝜀
2
 ��. 

𝐵𝐵  -רציפה ו 𝑓𝑓פתוחה כי  𝑈𝑈𝑦𝑦כל   �𝑦𝑦, 𝜀𝜀
2
 פתוחה. � 

𝑥𝑥לכל  ∈ 𝑋𝑋:    𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∈ 𝐵𝐵 �𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝜀𝜀
2
𝑥𝑥ולכן  �  ∈ 𝑓𝑓−1 �𝐵𝐵 �𝑓𝑓(𝑥𝑥), 𝜀𝜀

2
 ��.  

𝑥𝑥, זאת אומרת ∈ 𝑈𝑈𝑓𝑓(𝑥𝑥) ש. מזה נובע- �𝑈𝑈𝑦𝑦�𝑦𝑦∈𝑌𝑌  -  כיסוי פתוח של𝑋𝑋 . 
𝛿𝛿לכיסוי הזה יש מספר לבג קומפקטי  𝑋𝑋-מכיוון ש >  (ההרצאות).  0



𝑥𝑥1,𝑥𝑥2יהיו  ∈ 𝑋𝑋 כך ש- 𝑑𝑑𝑋𝑋(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥2) < 𝛿𝛿 אזי .𝑥𝑥2 ∈ 𝐵𝐵(𝑥𝑥1,𝛿𝛿) לפי .
𝑦𝑦מספר לבג קיימת נקודה הגדרתו של  ∈ 𝑌𝑌 ש כך- 𝐵𝐵(𝑥𝑥1, 𝛿𝛿) ⊆ 𝑈𝑈𝑦𝑦 ולכן 

𝐵𝐵(𝑥𝑥1, 𝛿𝛿) ⊆ 𝑓𝑓−1 �𝐵𝐵 �𝑦𝑦,
𝜀𝜀
2

 �� ⇒ 𝑓𝑓(𝐵𝐵(𝑥𝑥1, 𝛿𝛿)) ⊆ 𝐵𝐵 �𝑦𝑦,
𝜀𝜀
2

 � 

𝑓𝑓(𝑥𝑥1),𝑓𝑓(𝑥𝑥2)מזה מקבלים:  ∈ 𝐵𝐵 �𝑦𝑦, 𝜀𝜀
2
 ולפי אישוויון המשולש: � 

𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑓𝑓(𝑥𝑥1 ),𝑓𝑓(𝑥𝑥2)) -ו ≤ 𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑓𝑓(𝑥𝑥1  ),𝑦𝑦)) + 𝑑𝑑𝑌𝑌(𝑦𝑦 ,𝑓𝑓(𝑥𝑥2)) < 𝜀𝜀 ,ל.שמ'' 

 
ℝ𝑛𝑛 ,𝑥𝑥-סדרה ב 𝑥𝑥𝑛𝑛תהי  .2 ∈ ℝ𝑛𝑛 כך ש-𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑥𝑥  . 

𝑥𝑥𝑛𝑛|𝑛𝑛}שתת מרחב הוכיחו  ∈ ℕ} ∪ {𝑥𝑥} עם מטריקה מושרה מ)-ℝ𝑛𝑛 (
 קומפקטי. מטריהוא מרחב 

 :הוכחה
𝐴𝐴נסמן:  ≔ {𝑥𝑥𝑛𝑛|𝑛𝑛 ∈ ℕ} ∪ {𝑥𝑥} . 

𝑥𝑥𝑛𝑛  )א → 𝑥𝑥   ולכן קיים𝑁𝑁 ∈ ℕ  כך ש- 
𝑛𝑛 ≥ 𝑁𝑁 ⇒ 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝐵𝐵(𝑥𝑥, 1) 

𝑟𝑟אם נקח  = max{𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑥𝑥1), … ,𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑥𝑥𝑁𝑁−1),  אז נקבל:  {1
𝐴𝐴 = {𝑥𝑥𝑛𝑛|𝑛𝑛 ∈ ℕ} ∪ {𝑥𝑥} ⊆ 𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑟𝑟) 

 חסומה.   𝐴𝐴לכן 
 
פתוחה,  𝐴𝐴𝑐𝑐 -שלהוכיח  מספיקברור שסגורה.   𝐴𝐴 -נוכיח עכשיו ש )ב

 פנימית.  𝐴𝐴𝑐𝑐-ז''אשכל נקודה ב
𝑏𝑏תהי  ∈ 𝐴𝐴𝑐𝑐 ב  פנימיתאינה שהיא  –בשלילה  –. נניח-𝐴𝐴𝑐𝑐 . כלומר כל

𝑟𝑟0 -נעיר ש. 𝐴𝐴חותכת   𝑏𝑏סביבה של  = 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑏𝑏) > 𝑏𝑏כי  0 ≠ 𝑥𝑥. 
 :באינדוקציה  𝑥𝑥𝑛𝑛דרה סשל  𝑥𝑥𝑛𝑛𝑖𝑖נבנה תת סדרה 

,𝐵𝐵(𝑏𝑏) האינדוקציה בסיס min{𝑟𝑟0, 1}) ∩ 𝐴𝐴 ≠   𝑥𝑥𝑛𝑛1 איבר םקיי יאז,   ∅
𝑑𝑑�𝑥𝑥𝑛𝑛1 -שכך   𝑥𝑥𝑛𝑛של הסדרה  ,𝑏𝑏� < min{𝑟𝑟0, 𝑥𝑥𝑛𝑛1�ולכן  {1 , 𝑏𝑏� < 1. 

𝑥𝑥𝑛𝑛1איברי תת סדרה  𝑘𝑘בנו ים נאצעד האינדוקציה)  , 𝑥𝑥𝑛𝑛2 , … , 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑘𝑘 
1לכל ש ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑘𝑘  מתקיים𝑑𝑑�𝑥𝑥𝑛𝑛𝑖𝑖 ,𝑏𝑏� < 1

𝑖𝑖
 נתבונן בכדור  ,

𝐵𝐵 �𝑏𝑏, min{𝑟𝑟0,𝑑𝑑(𝑥𝑥1, 𝑏𝑏),𝑑𝑑(𝑥𝑥2,𝑏𝑏), … ,𝑑𝑑�𝑥𝑥𝑛𝑛𝑘𝑘 ,𝑏𝑏�,
1

𝑘𝑘 + 1
}� 



הסדרה  איברי 𝑛𝑛𝑘𝑘לא מכיל אבל  𝐴𝐴חותך הכדור דיוס רהלפי בחירת 
 כך   𝑛𝑛𝑘𝑘+1אזי קיים אינדקס  .𝑥𝑥הראשונים ולא מכיל 

𝑛𝑛𝑘𝑘 -ש < 𝑛𝑛𝑘𝑘+1   ו- 𝑑𝑑�𝑥𝑥𝑛𝑛𝑘𝑘+1 ,𝑏𝑏� < 1
𝑘𝑘+1

. 
𝑥𝑥𝑛𝑛𝑘𝑘 -ברור ש → 𝑏𝑏 ⇐ 𝑑𝑑�𝑥𝑥𝑛𝑛𝑘𝑘 , 𝑏𝑏� → . אבל כתת סדרה של סדרה  0

𝑎𝑎 -. כיוון ש𝑎𝑎-אמורה להתכנס ל 𝑥𝑥𝑛𝑛𝑘𝑘 תסמתכנ ≠ 𝑏𝑏  סתירהריבלנו. 
 סגורה, מש''ל.𝐴𝐴 -חה וופת 𝐴𝐴𝑐𝑐אזי 

  לרוב-נהיולפי משפט הי ℝ𝑛𝑛-תת קבוצה חסומה וסגורה ב 𝐴𝐴ב) -א) ו-מ
 𝐴𝐴 .קומפקטית, מש''ל 
 

תנאים השלושה  םהמקיי 𝑋𝑋אוסף תת קבוצות של   Σ -קבוצה ו 𝑋𝑋הי ת .3
 :הבאים

 
∅,𝑋𝑋 )א ∈ Σ 
𝐹𝐹𝛼𝛼 -משפחת תת קבוצות כך ש 𝛼𝛼∈𝐼𝐼{𝐹𝐹𝛼𝛼}אם  )ב ∈ Σ  לכל𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼 אז 

�𝐹𝐹𝛼𝛼
𝛼𝛼∈𝐼𝐼

∈ Σ 

,𝐹𝐹1אם  )ג … ,𝐹𝐹𝑛𝑛 תת קבוצות כך שסופית של  המשפח- 𝐹𝐹𝑖𝑖 ∈ Σ  
𝑖𝑖 (1לכל  ≤ 𝑖𝑖 ≤ 𝑛𝑛) אז 

� 𝐹𝐹𝑖𝑖
1≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛

∈ Σ 

Τאוסף תת קבוצות  -שהוכיחו  = {𝐹𝐹𝑐𝑐|𝐹𝐹 ∈ Σ}  הוא טופולוגיה על𝑋𝑋. 
 -הוכחה. צריך לבדוק ש

 .הוכחה
𝑋𝑋) נובע: אמ  )1 = ∅𝑐𝑐 ∈ 𝑇𝑇;   ∅ = 𝑋𝑋𝑐𝑐 ∈ 𝑇𝑇. 
𝑋𝑋 -כך ש  𝑋𝑋אוסף תת קבוצות של  𝛼𝛼∈𝐼𝐼{𝐹𝐹𝛼𝛼}יהי  )2 ⊇ 𝐹𝐹𝛼𝛼 ∈ Σ  לכל𝛼𝛼 ∈ 𝐼𝐼. 

𝐹𝐹נסמן:  ≔ ⋂ 𝐹𝐹𝛼𝛼𝛼𝛼∈𝐼𝐼. 
𝐹𝐹 מקבליםוחוקי דה מורגן ב) -אזי מ ∈ Σ  ו- :   

�𝐹𝐹𝛼𝛼𝑐𝑐    = ��𝐹𝐹𝛼𝛼
𝛼𝛼∈𝐼𝐼

�
𝛼𝛼∈𝐼𝐼

𝑐𝑐

=  𝐹𝐹𝑐𝑐 ∈ 𝑇𝑇  



,𝐹𝐹1,𝐹𝐹2יהיו   )3 … ,𝐹𝐹𝑛𝑛 ∈ Σ . אם נסמן 𝐹𝐹0 ≔ ⋃ 𝐹𝐹𝑖𝑖𝑛𝑛
𝑖𝑖=1  ג) וחוקי דה -מ אז

𝐹𝐹0 מורגן מקבלים ∈ Σ  ו-: 

�𝐹𝐹𝑖𝑖𝑐𝑐
𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

= ��𝐹𝐹𝑖𝑖

𝑛𝑛

𝑖𝑖=1

�
𝑐𝑐

= 𝐹𝐹0𝑐𝑐 ∈ 𝑇𝑇 

 של טופולוגיה, מש''ל.מקיים שלושת האקסיומות 𝑇𝑇 -הוכחנו ש
 

 מרחב טופולוגי.  𝑋𝑋יהי (מההרצאה)  .4
𝐴𝐴  וי) יהא' ⊆ 𝐵𝐵 ⊆ 𝑋𝑋  .שלהשרות טופולוגיה: והוכיח 
 או   𝐴𝐴-ל  𝑋𝑋-ישירות מ -
  - 𝐴𝐴-ל  𝐵𝐵-ולאחר מכן מ 𝐵𝐵-ל 𝑋𝑋-מטופולוגיה קודם להשרות  -

 זה אותו דבר.

  הוכחה.

 .𝜏𝜏𝑌𝑌-ב  𝑌𝑌נסמן טופולוגיה של מרחב טופולוגי  :סימון
𝑆𝑆אם  ⊆ 𝑌𝑌  טופולוגי של  מרחב-תת𝑌𝑌  הלוגיה המושרונסמן  את הטופ  

𝜏𝜏𝐴𝐴𝐵𝐵𝑋𝑋  -ש צריך להוכיחאז לפי הסימון הזה . 𝜏𝜏𝑆𝑆𝑌𝑌-ב   𝑆𝑆 -ל 𝑌𝑌 -מ = 𝜏𝜏𝐴𝐴𝑋𝑋. 
 מקבלים: 3  האשל ההרצ בטענותבהשתמש 
⊆ . 

𝑈𝑈 ∈ 𝜏𝜏𝐴𝐴𝐵𝐵𝑋𝑋  ⇒ ∃𝑉𝑉 ∈ 𝜏𝜏𝐵𝐵𝑋𝑋:𝑈𝑈 = 𝐴𝐴 ∩ 𝑉𝑉  
𝑉𝑉 ∈ 𝜏𝜏𝐵𝐵𝑋𝑋 ⇒ ∃𝑊𝑊 ∈ 𝜏𝜏𝑋𝑋: 𝑉𝑉 = 𝐵𝐵 ∩𝑊𝑊 

𝑈𝑈 = 𝐴𝐴 ∩  𝐵𝐵 ∩𝑊𝑊 = 𝐴𝐴 ∩𝑊𝑊 ⇒  𝑈𝑈 ∈ 𝜏𝜏𝐴𝐴𝑋𝑋 
⊇ . 

𝑈𝑈 ∈ 𝜏𝜏𝐴𝐴𝑋𝑋 ⇒ ∃𝑊𝑊 ∈ 𝜏𝜏𝑋𝑋: 𝑈𝑈 = 𝐴𝐴 ∩𝑊𝑊 = (𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵) ∩𝑊𝑊
= 𝐴𝐴 ∩ (𝐵𝐵 ∩𝑊𝑊) 

𝐵𝐵 ∩𝑊𝑊 ∈ 𝜏𝜏𝐵𝐵𝑋𝑋 ⇒  𝑈𝑈 = 𝐴𝐴 ∩ (𝐵𝐵 ∩𝑊𝑊) ∈ 𝜏𝜏𝐴𝐴𝐵𝐵𝑋𝑋   
 

𝐹𝐹להראות שאם  ב')  ⊆ 𝐴𝐴 ⊆ 𝑋𝑋  ו- 𝐹𝐹סגורה ב- 𝑋𝑋 אז ,𝐹𝐹 סגורה ב- 𝐴𝐴. 
 מתורת הקבוצות: פתרון.

𝐹𝐹𝑐𝑐𝐴𝐴 = 𝐴𝐴 − 𝐹𝐹 = 𝐴𝐴 ∩ (𝑋𝑋 − 𝐹𝐹) = 𝐴𝐴 ∩ 𝐹𝐹𝑐𝑐𝑋𝑋   
  𝐹𝐹𝑐𝑐𝐴𝐴מושרה לפי הגדרת הטופולוגיה ה 𝐹𝐹𝑐𝑐𝐴𝐴 ןולכ𝑋𝑋 -פתוחה ב  𝐹𝐹𝑐𝑐𝑋𝑋אבל 



 , מש''ל.𝐴𝐴 -סגורה ב 𝐹𝐹ואז 𝐴𝐴 -פתוחה ב
𝐹𝐹ג') להראות שאם   ⊆ 𝐴𝐴 ⊆ 𝑋𝑋  ו- 𝐹𝐹סגורה ב-  𝐴𝐴ו- 𝐴𝐴סגורה ב-𝑋𝑋   

 .𝑋𝑋 -סגורה ב 𝐹𝐹אז 
 

 פתרון.

 
 

𝐹𝐹𝑐𝑐 = (𝐴𝐴 − 𝐹𝐹) ∪ 𝐴𝐴𝑐𝑐 
𝐴𝐴התנאי מ − 𝐹𝐹 פתוחה ב- 𝐴𝐴 וגיה הגדרת הטופוללפי  –. לכן

 -כך ש 𝑋𝑋 -פתוחה ב  𝑈𝑈קיימת  -המושרה 
 𝐴𝐴 − 𝐹𝐹 = 𝑈𝑈 ∩ 𝐴𝐴 

⇓ 
𝐹𝐹𝑐𝑐 = (𝐴𝐴 − 𝐹𝐹) ∪ 𝐴𝐴𝑐𝑐 = (𝑈𝑈 ∩ 𝐴𝐴) ∪ 𝐴𝐴𝑐𝑐 = (𝑈𝑈 ∪ 𝐴𝐴𝑐𝑐) ∩ (𝐴𝐴 ∪ 𝐴𝐴𝑐𝑐) 

⇓ 
𝐹𝐹𝑐𝑐 = (𝑈𝑈 ∪ 𝐴𝐴𝑐𝑐) ∩ 𝑋𝑋 = 𝑈𝑈 ∪ 𝐴𝐴𝑐𝑐 

 
 𝐴𝐴𝑐𝑐 פתוחה ב- 𝑋𝑋 ו  התנאימ- 𝑈𝑈  פתוחה ב- 𝑋𝑋 לכן ,𝐹𝐹𝑐𝑐  פתוחה 
 ל.'', מש𝑋𝑋 -בסגורה  𝐹𝐹ואז 𝑋𝑋 -ב
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