
 פתרון - 6 בית תרגיל -מבוא לטופולוגיה  

 
𝐴𝐴הקבצה .  הגדרה .1 ⊆ ℝ𝑛𝑛 ב תחום כוכבי נקראת-ℝ𝑛𝑛  

𝑜𝑜 עם המרכז בנקודה( ∈ 𝐴𝐴 אם לכל (𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴    מתקיים[𝑜𝑜, 𝑥𝑥] ⊆ 𝐴𝐴. 
 הוא תת מרחב קשיר מסילתית. ℝ𝑛𝑛-ב שכל תחום כוכבי הוכיחו

  
 הוחכה 

 .)  ℝ𝑛𝑛בפרט, וא(מרחב ווקטורי  𝑋𝑋יהי . הגדרה תזכורת.
,𝑎𝑎יהיו    𝑏𝑏 ∈ 𝑋𝑋. 

,𝑎𝑎]קבוצה תת  𝑏𝑏] = {(1 − 𝑡𝑡)𝑎𝑎 + 𝑡𝑡𝑏𝑏|𝑡𝑡 ∈ [0,1]} ⊂ 𝑋𝑋  נקראת
 .𝑋𝑋 -ב קטע

 
𝐴𝐴יהי  ⊆ ℝ𝑛𝑛 עם מרכז  תחום כוכבי𝑜𝑜 ∈ 𝐴𝐴 יהיו .𝑎𝑎, 𝑏𝑏 ∈ 𝐴𝐴 . 

:𝜑𝜑1אזי פונקציה  [0,1] → ℝ𝑛𝑛  המוגדרת על ידי 
𝜑𝜑1(𝑡𝑡)נוסחה  = (1 − 𝑡𝑡)𝑎𝑎 + 𝑡𝑡𝑜𝑜  .(מוזכר בהרצאה) רציפה

,𝑎𝑎] התמונת 𝑜𝑜] = 𝜑𝜑1([0,1]) מוכלת ב- 𝐴𝐴  .לכן פונקציהלפי התנאי 
  𝜑𝜑1� : [0,1] → 𝐴𝐴   המתקבלת מ-𝜑𝜑1 על ידי צימצום הטווח ל-𝐴𝐴 ,

 .𝑜𝑜 -ל 𝑎𝑎 -מ 𝐴𝐴 -מסילה בהיא 
�𝜑𝜑2מסילה בידיוק באותה דרך אפשר לבנות  : [0,1] → 𝐴𝐴    

:�����𝜑𝜑2אזי המסילה  .𝑜𝑜 -ל 𝑏𝑏 -מ [0,1] → 𝐴𝐴    מהיא מסילה- 𝑜𝑜 ל- 𝑏𝑏. 
�𝜑𝜑1השירשור על ידי עכשיו  ∗ 𝜑𝜑2����� ב הלימקבלים מס- 𝐴𝐴 מ- 𝑎𝑎 ל- 𝑏𝑏. 

 מש''ל. ,קשיר מסילתית 𝐴𝐴לכן תת מרחב טופולוגי 
 

 קשירה מסילתית. 𝑈𝑈𝑥𝑥קיימת סביבה  𝑥𝑥מ''ט כך שלכל  𝑋𝑋יהי  .2
 שכל רכ''מ  במרחב הזה פתוח. הוכיחו

 
 



 .ההוכיח
𝑥𝑥  -ו מ''רכ 𝑃𝑃יהי  ∈ 𝑃𝑃  .סביבה התנאי  לפי𝑈𝑈𝑥𝑥 קשירה מסילתית  

𝑥𝑥 -כך ש ∈ 𝑈𝑈𝑥𝑥 הארצאה( םת של רכ''מיונוכתה. לפי( 𝑈𝑈𝑥𝑥 ⊆ 𝑃𝑃  לפי .
𝑥𝑥∈𝑃𝑃∪הלמה השימושית  𝑈𝑈𝑥𝑥 = 𝑃𝑃 כן . ל𝑃𝑃 .קבוצה פתוחה, משל 

 
,𝑋𝑋)יהיו  .3 𝜏𝜏1)  ,(𝑋𝑋, 𝜏𝜏2) שני מ''ט, כך ש-𝜏𝜏2 ⊆ 𝜏𝜏1 . 

,𝑋𝑋)א' יהי  𝜏𝜏1)  . ש הוכיחוקומפקטי-(𝑋𝑋, 𝜏𝜏2) .קומפקטי 
,𝑋𝑋)יהי ב'  𝜏𝜏2) ש הוכיחו. האוסדורף-(𝑋𝑋, 𝜏𝜏1) האוסדורף. 

 היכחה
,𝑋𝑋)של ח וכיסוי פת 𝒞𝒞 יהי א' 𝜏𝜏2) .ב יםאזי כל איבריו מוכל-𝜏𝜏2 לפי ו

,𝑋𝑋)-. כיוון ש𝜏𝜏1-מוכלים גם ב הם התנאי 𝜏𝜏1) קומפקטי 𝒞𝒞  מכיל תת
את  ת מוכיח וזה לשי הגדרת הקומפקטיסופי. ℱכיסוי 

,𝑋𝑋)של  תוהקומפקטי 𝜏𝜏2). 
 

,𝑎𝑎 ויהי ב' 𝑏𝑏 ∈ 𝑋𝑋 כך ש- 𝑎𝑎 ≠ 𝑏𝑏.  כיוון ש(אזי- (𝑋𝑋, 𝜏𝜏2) האוסדורף (
𝑈𝑈,𝑉𝑉קבוצות  קיימות ∈ 𝜏𝜏2   שכך- 𝑎𝑎 ∈ 𝑈𝑈, 𝑏𝑏 ∈ 𝑉𝑉 ו- 𝑈𝑈 ∩ 𝑉𝑉 = ∅ . 

,𝑋𝑋). לכן גם 𝜏𝜏1-שייכות גם ל 𝑈𝑈,𝑉𝑉אבל לפי התנאי  𝜏𝜏1)  מ''ט
 .ל'', משהאוסדורף

 
𝐴𝐴,𝐵𝐵היו י .4 ⊆  ℝ𝑛𝑛  ותמת וחסוסגורזרות שתי קבוצות. 

 פתוחות וזרות  𝑈𝑈,𝑉𝑉שקיימות קבוצות  הוכיחו
𝐴𝐴 -כך ש ⊆ 𝑈𝑈 ו- 𝐵𝐵 ⊆ 𝑉𝑉. 

 
 .היכחה

קבוצות קומפקטיות. לפי  𝐴𝐴,𝐵𝐵בורל  –לפי משפט היינה 
, מההרצאהלפי משפט אזי, מרחב האוסדורף.  ℝ𝑛𝑛 ,ההרצאה

𝐴𝐴 -כך שפתוחות וזרות  𝑈𝑈,𝑉𝑉קיימות קבוצות  ⊆ 𝑈𝑈 ו- 𝐵𝐵 ⊆ 𝑉𝑉 ,
 .מש''ל



𝑥𝑥לכל  ם''םהוא מרחב האוסדורף א 𝑋𝑋שמ''ט  הוכיחו .5 ∈ 𝑋𝑋 :מתקיים 

� 𝐹𝐹
𝐹𝐹∘∋𝑥𝑥

𝐹𝐹−סגורה

= {𝑥𝑥} 

 1 כיוון  .הוכחה
{𝒙𝒙} ⊆ � 𝐹𝐹

𝐹𝐹∘∋𝑥𝑥
𝐹𝐹−סגורה

 

 סגורה  𝐹𝐹לכן לכל  .בקבוצה עצמהמוכל ט ''קבוצה במ שלפנים 
𝑥𝑥 -כך ש ∈ 𝐹𝐹∘ם מתקיי𝑥𝑥 ∈ 𝐹𝐹∘ ⊆ 𝐹𝐹 .:מכאן 

𝑥𝑥 ∈ � 𝐹𝐹
𝐹𝐹∘∋𝑥𝑥

𝐹𝐹−סגורה

⇒ {𝑥𝑥} ⊆ � 𝐹𝐹
𝐹𝐹∘∋𝑥𝑥

𝐹𝐹−סגורה

 

 2 כיוון
� 𝐹𝐹
𝐹𝐹∘∋𝑥𝑥

𝐹𝐹−סגורה

⊆ {𝒙𝒙} 

𝑥𝑥נניח,  ≠ 𝑦𝑦 .קיימות , וסדורףהאא מ''ט וכיוון שהמרחב ה
𝑥𝑥-כך ש 𝑈𝑈𝑥𝑥,𝑉𝑉𝑦𝑦סביבות  ∈  𝑈𝑈𝑥𝑥 ,𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉𝑦𝑦 ו- 𝑈𝑈𝑥𝑥 ∩ 𝑉𝑉𝑦𝑦 = ∅.  

𝐹𝐹0נסמן:  ≔ 𝑉𝑉𝑦𝑦𝑐𝑐 . לכן𝑦𝑦 ∉ 𝐹𝐹0. 
𝐹𝐹0  ו  סגורה- 𝐹𝐹0 ⊇ 𝑈𝑈𝑥𝑥לכן . 𝐹𝐹0∘ ∋ 𝑥𝑥כיוון ש .- 𝑦𝑦 ∉ 𝐹𝐹0: 

𝑦𝑦 ∉ � 𝐹𝐹
𝐹𝐹∘∋𝑥𝑥

𝐹𝐹−סגורה

  

 זאת אומרת:, 𝑥𝑥 -מ ומר, החיתוך לא מכיל איברים שוניםכל

� 𝐹𝐹
𝐹𝐹∘∋𝑥𝑥

𝐹𝐹−סגורה

⊆ {𝑥𝑥} 

 מש''ל.



  וסדורףהא במרח  𝑌𝑌מרחבים טופולוגיים,   𝑋𝑋,𝑌𝑌יהיו   .6
𝑓𝑓,𝑔𝑔:𝑋𝑋 -ו → 𝑌𝑌  .שתי פונקציות רציפות 

𝑥𝑥}   קבוצה-שתת הוכיחו ∈ 𝑋𝑋|𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥)} .סגורה 
 

 .הוכחה 
𝐺𝐺 :סמןנ ≔ {𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋|𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 𝑔𝑔(𝑥𝑥)}  נוכיח ש .- 𝐺𝐺 .פתוחה 

𝑥𝑥לכל  ∈ 𝐺𝐺 בה נבנה סבי𝑥𝑥 ∈ 𝑈𝑈𝑥𝑥  כך𝑈𝑈𝑥𝑥 ⊆ 𝐺𝐺. 
  

 יהיבנ
𝑥𝑥יהי  ∈ 𝐺𝐺  .כיוון ש- 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ו-  𝑌𝑌  מרחב האוסדורף , 

𝑉𝑉𝑓𝑓(𝑥𝑥),𝑉𝑉𝑔𝑔(𝑥𝑥)קיימות סביבות  ⊆ 𝑌𝑌    כך 
𝑓𝑓(𝑥𝑥) -ש ∈ 𝑉𝑉𝑓𝑓(𝑥𝑥) , 𝑔𝑔(𝑥𝑥) ∈ 𝑉𝑉𝑔𝑔(𝑥𝑥) ו- 𝑉𝑉𝑓𝑓(𝑥𝑥) ∩ 𝑉𝑉𝑔𝑔(𝑥𝑥) = ∅. 

 . אזי קיימות סביבות𝑥𝑥בנקודה  רציפותולכן הן  רציפות 𝑓𝑓,𝑔𝑔פונקציות 
𝑥𝑥 ∈ 𝑈𝑈𝑥𝑥′ ,𝑈𝑈𝑥𝑥′′ 

′𝑓𝑓(𝑈𝑈𝑥𝑥 -כך ש ) ⊆ 𝑉𝑉𝑓𝑓(𝑥𝑥)  ו- 𝑔𝑔(𝑈𝑈𝑥𝑥′′) ⊆ 𝑉𝑉𝑔𝑔(𝑥𝑥) .נסמן :𝑈𝑈𝑥𝑥 = 𝑈𝑈𝑥𝑥′ ∩ 𝑈𝑈𝑥𝑥′′ .
𝑓𝑓(𝑈𝑈𝑥𝑥)אז נקבל  ⊆ 𝑉𝑉𝑓𝑓(𝑥𝑥)  ו- 𝑔𝑔(𝑈𝑈𝑥𝑥) ⊆ 𝑉𝑉𝑔𝑔(𝑥𝑥).  

𝑉𝑉𝑓𝑓(𝑥𝑥) -כיוון ש ∩ 𝑉𝑉𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑧𝑧 לכל, ∅ ∈ 𝑈𝑈𝑥𝑥  מתקיים𝑓𝑓(𝑧𝑧) ≠ 𝑔𝑔(𝑧𝑧)  
𝑈𝑈𝑥𝑥ולכן  ⊆ 𝐺𝐺. 

 .סוף הבנייה
 -נחנו מסיקים ששימושית אהלמה הלפי 

𝐺𝐺 = �𝑈𝑈𝑥𝑥
𝑥𝑥∈𝐺𝐺

 

  . מזה מייד נובעקבוצה פתוחה כאחוד פתוחות 𝐺𝐺לכן 
𝑥𝑥} -ש ∈ 𝑋𝑋|𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑥𝑥)} = 𝐺𝐺𝑐𝑐   סגורה, מש''לקבוצה 


