
11(פתרון ) תרגיל בית -מבוא לטופולוגיה   
 רציפה בכל נקודה𝑑𝑑  -נוכיה ש .1

 (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ∈ 𝑀𝑀 × 𝑀𝑀.    :נסמן𝑑𝑑(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) = 𝑟𝑟 
𝜀𝜀קיים  י. אזℝ -ב 𝑟𝑟סביבה של  𝑉𝑉תהי  > 0 
𝑟𝑟)-כך ש − 𝜀𝜀, 𝑟𝑟 + 𝜀𝜀) ⊆ 𝑉𝑉.  לפי שוויון

𝑥𝑥,𝑦𝑦לכל    המשולש ∈ 𝑀𝑀: 
 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑏𝑏) ו- 
 𝑑𝑑(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑏𝑏) 

 לכן:
𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) − 𝑟𝑟 ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑏𝑏) ו- 

 𝑟𝑟 − 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑏𝑏) 
 :אזי

 |𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) − 𝑟𝑟| ≤ 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑎𝑎) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑏𝑏)  
 -נובע ש זהמ
 (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐵𝐵 �𝑎𝑎, 𝜀𝜀

2
� ×  𝐵𝐵 �𝑏𝑏, 𝜀𝜀

2
� ⇒ 

 𝑑𝑑(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ (𝑟𝑟 − 𝜀𝜀, 𝑟𝑟 + 𝜀𝜀) ⊆ 𝑉𝑉  ,סופית או: 

 𝑑𝑑 �𝐵𝐵 �𝑎𝑎, 𝜀𝜀
2
� ×  𝐵𝐵 �𝑏𝑏, 𝜀𝜀

2
�� ⊆ 𝑉𝑉. 

𝐵𝐵 -שמכיוון  �𝑎𝑎, 𝜀𝜀
2
� ×  𝐵𝐵 �𝑏𝑏, 𝜀𝜀

2
פתוחה �

𝑀𝑀בטופולוגית המכפלה  × 𝑀𝑀, 
 𝑑𝑑 רציפה ב-(𝑎𝑎, 𝑏𝑏).מש''ל , 



 ראינו בהאצאה שקיים שיכון:  .2
 𝑖𝑖:𝐹𝐹 → {𝑎𝑎} × 𝐹𝐹 

𝑖𝑖(𝑥𝑥) -כך ש = (𝑎𝑎, 𝑥𝑥))  לכל𝑥𝑥 ∈ 𝐹𝐹.  
𝜌𝜌(𝑥𝑥)נסמן: ≔ 𝑑𝑑(𝑎𝑎, 𝑥𝑥)   כאשר𝑥𝑥 ∈ 𝐹𝐹אזי . 

 𝜌𝜌:𝐹𝐹 → ℝ  ופונקציה-𝜌𝜌 = 𝑑𝑑|{𝑎𝑎×𝐹𝐹} ∘ 𝑖𝑖   .
 רציפה. 𝜌𝜌 -התרגיל הקודם מאפשר להסיק ש

רציפה מקבלת ערך קודם שפונקציה  נוהוכח
מינימלי על קבוצה קומפקטית. לכן קיים 

𝑥𝑥0 ∈ 𝐹𝐹  כך ש- 𝜌𝜌(𝑥𝑥0) = min
𝑥𝑥∈𝐹𝐹

𝜌𝜌(𝑥𝑥)או , 
𝑑𝑑(𝑎𝑎, 𝑥𝑥0) = min

𝑥𝑥∈𝐹𝐹
𝑑𝑑(𝑎𝑎, 𝑥𝑥) = inf

𝑥𝑥∈𝐹𝐹
𝑑𝑑(𝑎𝑎, 𝑥𝑥) 

 מש''ל.
ן את ההטלות משמעות נסמ-כדי למנוע דו .3

 ונקציבה:פגדיר   �𝑝𝑝𝚤𝚤  -מהמכפלה  כ

 𝜑𝜑: (𝑋𝑋1 × … × 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝜏𝜏) → (𝑋𝑋1 × … × 𝑋𝑋𝑛𝑛, 𝜏𝜏×)   
 זחות: פונקצית כ

 𝜑𝜑�(𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛)� = (𝑥𝑥1, … , 𝑥𝑥𝑛𝑛).  

𝑝𝑝𝑖𝑖אזי  = 𝑝𝑝𝚤𝚤� ∘ 𝜑𝜑.  מכיוון ש-𝑝𝑝𝑖𝑖  ,רציפות מהתנאי
 רציפה (משפט מההרצאה). לכן  𝜑𝜑גם 
𝑊𝑊אם  ∈ 𝜏𝜏×,  אז𝜏𝜏 ∋ 𝑊𝑊 = 𝜑𝜑−1(𝑊𝑊) . 
×𝜏𝜏לכן  ⊆ 𝜏𝜏.מש''ל , 



 

 א') קל לבדוק בחישוב ישיר. .4
 ב') ⇐ומשפט מההרצאה  𝑝𝑝𝑖𝑖ב') א' , רציפות של 

  𝑖𝑖-טה ההיטב  את הקומפונניר דגא' מ ג')
 . 𝜑𝜑(𝑦𝑦)של 

 
 רחב המכפלהאת מ 𝑌𝑌 נקח בתור. 1שלב  .5

 𝑋𝑋1 × … × 𝑋𝑋𝑛𝑛  ובתור 𝑓𝑓𝑖𝑖  את 
�𝑝𝑝𝚤𝚤ההטלות  :𝑋𝑋1 × … × 𝑋𝑋𝑛𝑛 → 𝑋𝑋𝑖𝑖  . 

 קיימת פונקציה  )2( אזי לפי התנאי
𝜓𝜓:𝑋𝑋1רציפה  × … × 𝑋𝑋𝑛𝑛 → Π  כך 

�𝑝𝑝𝚤𝚤-ש = 𝑝𝑝𝑖𝑖 ∘  𝜓𝜓  .      (*) 
 עצמו  Πאת  𝑌𝑌נקח בתור  .2שלב 
 מקוםב 𝐼𝐼𝑑𝑑Π  אפשר לקחת אזי .𝑝𝑝𝑖𝑖את  𝑓𝑓𝑖𝑖  ובתור

𝜓𝜓,  כי𝑝𝑝𝑖𝑖 = 𝑝𝑝𝑖𝑖 ∘  𝐼𝐼𝑑𝑑Π . (**) 
 

נות מרחב המכפלה שהוכחו וזכות תכב .3שלב 
 , קימת פונקציה רציפה4בשאלה 

 𝜑𝜑:Π → 𝑋𝑋1 × … × 𝑋𝑋𝑛𝑛 כך ש-𝑝𝑝𝑖𝑖 = 𝑝𝑝𝚤𝚤� ∘  𝜑𝜑  (***).   
𝒑𝒑𝒊𝒊(***) נובע: -(*) ו-מ = 𝒑𝒑𝒊𝒊 ∘ ( 𝝍𝝍 ∘  𝝋𝝋),  

�𝒑𝒑𝒊𝒊-ו = 𝒑𝒑𝒊𝒊� ∘ (𝝋𝝋 ∘  𝝍𝝍) . 
 (**) -ובגלל תנאי היחידות  ו

𝝍𝝍מקבלים:  ∘  𝝋𝝋 = 𝑰𝑰𝒅𝒅𝚷𝚷 



 
�𝒑𝒑𝒊𝒊  -ברור גם ש  .4שלב  = 𝒑𝒑𝒊𝒊� ∘  𝑰𝑰𝒅𝒅𝑿𝑿𝟏𝟏×…×𝑿𝑿𝒏𝒏   .

 מקבלים: , ג')4לכן (יחידות משאלה 
    𝝋𝝋 ∘  𝝍𝝍 = 𝑰𝑰𝒅𝒅𝑿𝑿𝟏𝟏×…×𝑿𝑿𝒏𝒏 .ד עםחבי 

  𝜓𝜓 ∘  𝜑𝜑 = 𝐼𝐼𝑑𝑑Π  זה מוכיח ש-𝑋𝑋1 × … × 𝑋𝑋𝑛𝑛 
                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                        , מש''ל. Π -הומאומורפי ל


