
  כל הזכויות שמורות לבנימין לוין ב"ה

 1הרצאה  – 3אינפי 
 

 ספרים מומלצים:

W. Wade – introduction to analysis 

Bers – calculus 

M. spivale – analysis of manifolds 

C.H. Edwards – advanced calculus 

 

 דוגמא:
𝑡 = 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) 

𝑓(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 

Γ𝑓 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧 ∶ 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)} 

 

 

𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑛), (𝑓1(𝑥1, … , 𝑥𝑛), … , 𝑓𝑚(𝑥1, … , 𝑥𝑛)) 

 1פרק 
 ℝ𝒏מרחב 

ℝ𝑛 = ℝ × … × ℝ = {(𝑥1, … , 𝑥𝑛) ∶ 𝑥𝑖 ∈ ℝ, 𝑖 = 1, … , 𝑛} 

ℝ2 = {(𝑥, 𝑦): 𝑥, 𝑦 ∈ ℝ} 

ℝ3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧): 𝑥, 𝑦, 𝑧 ∈ ℝ} 

 הגדרה
ℝ𝑛∈ℕ  מעל  ליניארימרחב הואℝ. 

𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛), 𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑛) 

𝑥 + 𝑦 = (𝑥1 + 𝑦1, … , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) 

∀𝜆 ∈ ℝ 𝜆𝑥 = (𝜆𝑥1, … , 𝜆𝑥𝑛) 

 תכונות
𝑥ת אסוציאטיביו + 𝑦 = 𝑦 + 𝑥 
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𝑥  קומוטטיביות + (𝑦 + 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) + 𝑧 

𝜆(𝑥 + 𝑦) = 𝜆𝑥 + 𝜆𝑦 
(𝜆𝜇)𝑥 = 𝜆(𝜇𝑥) 
∃0 = (0, … ,0) 
𝑥 + 0 = 0 + 𝑥 = −𝑥 = (−𝑥1, … , −𝑥𝑛) 

 ℝ𝑛 גאומטריה ב

  כפילה פנימיתמ
< 𝑥, 𝑦 >∈ ℝ 

1 )〈𝑥, 𝑦 + 𝑧〉 = 〈𝑥, 𝑦〉 + 〈𝑥, 𝑧〉 

2 )〈𝑥, 𝑦〉 = 〈𝑦, 𝑥〉 

3 )𝜆〈𝑥, 𝑦〉 = 〈𝜆𝑥, 𝜆𝑦〉 

4 )〈𝑥, 𝑥〉 = 0 ⇔ 𝑥 = 0 
〈𝑥, 𝑥〉 ≥ 0 

 ℝ𝑛מכפלה פנימית סטנדרטית ב

〈𝑥, 𝑦〉 = ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

 

 אי שוויון קושי

∀𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 ∶  |〈𝑥, 𝑦〉| ≤ √〈𝑥, 𝑥〉√〈𝑦, 𝑦〉  

 ת"ל. x.yיש שוויון אם"ם 

 הוכחה
∀𝜆 ∈ ℝ: 𝜑(𝜆) ≔ 〈𝑦 − 𝜆𝑥, 𝑦 − 𝜆𝑦〉 = 〈𝑦, 𝑦〉 − 2𝜆〈𝑥, 𝑦〉 + 𝜆2〈𝑥, 𝑥〉 ≥ 0 

𝜑(𝜆) ≥ 0 ⇔ Δ = 𝑏2 − 4𝑎𝑐 ≤ 0 

Δ = 4〈𝑥, 𝑦〉2 − 4〈𝑥, 𝑥〉〈𝑦, 𝑦〉 ≤ 0 

 והשאר טריוויאלי.

 

 זווית
𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 − {0} 

−1 ≤
〈𝑥,𝑦〉

√〈𝑥,𝑥〉√〈𝑦,𝑦〉
≤  לפי אי שוויון קושי       1

∃φ ∈ [0, π] ∶ 𝑐𝑜𝑠𝜑 =
〈𝑥, 𝑦〉

√〈𝑥, 𝑥〉√〈𝑦, 𝑦〉
 

𝜑 ≔ 〈𝑥, 𝑦〉̂  

〈𝑥, 𝑦〉 = √〈𝑥, 𝑥〉√〈𝑦, 𝑦〉𝑐𝑜𝑠𝜑 
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 נורמא
||𝑥|| 

 מקיים:

1) ||𝑥|| ≥ 0 

||𝑥|| = 0 ⇔ 𝑥 = 𝑥 

2) ||𝑎𝑥|| = |𝑎|||𝑥|| 

3) ||𝑥 + 𝑦|| ≤ ||𝑥|| + ||𝑦|| 

 

 נורמא אוקלידית

〈𝑥, 𝑦〉 = ∑ 𝑥𝑖𝑦𝑖

𝑛

𝑖=1

 

||𝑥|| ≔ √𝑥1
2 + ⋯ + 𝑥𝑛

2 = √〈𝑥, 𝑥〉 

 אי שוויון קושי
|〈𝑥, 𝑦〉| ≤ ||𝑥||||𝑦|| 

 

||𝑥 + 𝑦|| ≤ ||𝑥|| + ||𝑦|| 

 הוכחה

||𝑥 + 𝑦||
2

= 〈𝑥 + 𝑦, 𝑥 + 𝑦〉 = 〈𝑥, 𝑥〉 + 2〈𝑥, 𝑦〉 + 〈𝑦, 𝑦〉 ≤ ||𝑥|| + 2||𝑥||||𝑦|| + ||𝑦|| = (||𝑥|| + ||𝑦||)
2
 

||𝑥 + 𝑦|| ≤ ||𝑥|| + ||𝑦|| 

 ℝ𝑛נורמות ב
||𝑥||

1
= |𝑥1| + ⋯ + |𝑥𝑛| 

||𝑥||
∞

≔ max{|𝑥1|, … , |𝑥𝑛|} 

lp-נורמא 
𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑛)  𝑝 ≥ 1 

||𝑥||
𝑝

= (|𝑥1|𝑝 + ⋯ + |𝑥𝑛|𝑝)
1
𝑝 

 תרגיל בית
∀𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ lim

𝑝→∞
||𝑥||

𝑝
= ||𝑥||

∞
 

 משפט:

||𝑥||
𝑝

= (|𝑥1|𝑝 + ⋯ + |𝑥𝑛|𝑝)
1

𝑝 נורמא 

 הוכחה
||𝑥||

𝑝
≥ 0 

||𝑥||
𝑝

⇔ ||𝑥||
𝑝

= 0 

||𝜆𝑥||
𝑝

= |𝜆|||𝑥||
𝑝
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 נשאר להוכיח אי שוויון המשולש:

 Minkowskiאי שוויון משולש: אי שוויון של 
 

 

 (Youngמשפט )אי שוויון של 

𝑝, 𝑞 ≥ נקראים צמודים אם  1
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1. 

,𝑝עבור  𝑞 :כאלה מתקיים 

∀𝑎, 𝑏 > 0 ∶ 𝑎𝑏 ≤
𝑎𝑝

𝑝
+

𝑏𝑞

𝑞
 

 הוכחה
φ(𝑥) = 𝑒𝑥 – )קמורה )קעורה למעלה 

𝜑′′(𝑥) = 𝑒𝑥 > 0 

 אי שוויון ינסן:

𝜑(𝑡𝑥 + (1 − 𝑡)𝑦) ≤ 𝑡𝜑(𝑥) + (1 − 𝑡)𝜑(𝑦) 

𝑒𝑡𝑥+(1−𝑡)𝑦 ≤ 𝑡𝑒𝑥 + (1 − 𝑡)𝑒𝑦 

{𝑡 =
1

𝑝
, 1 − 𝑡 =

1

𝑞
} 

𝑥 = 𝑝 ln 𝑎 , 𝑦 = 𝑞 ln 𝑏 

𝑒
1
𝑝

∗𝑝𝑙𝑛(𝑎)+
1
𝑞

𝑞𝑙𝑛(𝑏)
≤

1

𝑝
𝑒𝑝𝑙𝑛(𝑎) +

1

𝑞
𝑒𝑞𝑙𝑛(𝑏) 

𝑎𝑏 ≤
1

𝑝
𝑎𝑝 +

1

𝑞
𝑏𝑞 

 (Holderמשפט )אי שוויון של 
𝑥, 𝑦 ∈ ℝ𝑛 

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 

 אזי:

∑|𝑥𝑖𝑦𝑖|

𝑛

𝑖=1

≤ ||𝑥||
𝑝

||𝑦||
𝑞

 

 הוכחה
𝑥אם  = 0 ∨ 𝑦 =  ברור, נניח שלא. 0

1) ||𝑥||
𝑝

= ||𝑦||
𝑞

=  אזי 1

∑|𝑥𝑖𝑦𝑖|

𝑛

𝑖=1

≤ ∑ (
|𝑥𝑖|𝑝

𝑝
+

|𝑦𝑖|𝑝

𝑞
)

𝑛

𝑖=1

=
1

𝑝
∑|𝑥𝑖|𝑝 +

1

𝑞
∑|𝑦𝑖|𝑞 =

1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 

 ננרמל את הווקטורים:אחרת  (2
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𝑥′ ≔
𝑥

||𝑥||
𝑝

, 𝑦′ =
𝑦

||𝑥||
𝑞

 

∑ |𝑥𝑖
′𝑦𝑖

′| ≤ 1 

∑
|𝑥𝑖||𝑦𝑖|

||𝑥||
𝑝

||𝑦||
𝑞

≤ 1 

∑|𝑥𝑖𝑦𝑖| ≤ ||𝑥||
𝑝

||𝑦||
𝑞
 

 הוכחה של אי שוויון מינקובסקי
||𝑥 + 𝑦||

𝑝
≤ ||𝑥||

𝑝
+ ||𝑦||

𝑝
 

 הוכחה
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1 ⇒ 𝑞 =

𝑝

𝑝 − 1
 

||𝑥 + 𝑦||
𝑝

𝑝
= ∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑝

𝑛

𝑖=1

= ∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖||𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑝−1 ≤ ∑|𝑥𝑖||𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑝−1 + ∑|𝑦𝑖||𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑝−1

≤ {𝐻𝑜𝑙𝑑𝑒𝑟} ≤ (∑|𝑥𝑖|𝑝)

1
𝑝

(∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑞(𝑝−1))

1
𝑞

+ (∑|𝑦𝑖|𝑝)

1
𝑝

(∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑞(𝑝−1))

1
𝑞
 

||𝑥 + 𝑦||
𝑝

≤ (||𝑥||
𝑝

+ ||𝑦||
𝑝

) (∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑝)
1−

1
𝑝
 

 אבל

(∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑝)
1−

1
𝑝

= (∑|𝑥𝑖 + 𝑦𝑖|𝑝

𝑛

𝑖=1

)

𝑝−1
𝑝

= ||𝑥 + 𝑦||
𝑝

𝑝−1
 

𝑥||ולכן  + 𝑦||
𝑝

𝑝
≤ (||𝑥||

𝑝
+ ||𝑦||

𝑝
) ||𝑥 + 𝑦||

𝑝

𝑝−1
 

||𝑥 + 𝑦||
𝑝

≤ ||𝑥||
𝑝

+ ||𝑦||
𝑝
 

 ℝ𝒏ב טופולוגיה

 מרחק
||𝑥||  נורמא, אזי𝜌(𝑥, 𝑦) ≔ ||𝑥 − 𝑦|| מטריקה 

 ורכד
𝐵(𝑎, 𝑟) ≔ {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ 𝜌(𝑎, 𝑥) < 𝑟} = {𝑥 ∈ ℝ𝑛 ∶ ||𝑥 − 𝑎|| < 𝑟} 

a  ,מרכזr רדיוס 


