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 .1-5 השאלות כלמשך המבחן הינו שלוש שעות. יש לענות על 

 אסור. –למחשבון. כל חומר עזר פרט פשוט מחשבוןמותר השימוש ב

 שימו לב: עליכם לנמק היטב כל תשובה!

 

 

 (ודותנק 15) 1שאלה 

 :המשפט הבאהוכיחו את 

הטור 
n

p
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

  מתכנס עבורp 1  ומתבדר עבורp 1. 

 הוכחה

 עבור סעיף ה'.[נקודות  7-נקודות לכל אחד מהסעיפים א,ב,ג,ד, ו 2: ניקוד]
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K -המעבר האחרון מתקיים בגלל ש 2k 1S S  של טור חיובי היא  דרת הסכומים החלקייםוזאת כיוון שס
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2K 1S  ( ולכןמה שאומר שסדרת הסכומים החלקיים חסומהסופי ),סדרת הסכומים החלקיים , לפי משפט 

שהטור  מתכנסת ומכאן
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 נקודות( 12) 2שאלה 

 גבולה: את וחשבו מתכנסת הבאה הרקורסיבית הסדרה כי הוכיחו
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 פתרון

 נקודות על חסימות.[ 5-נקודות על מונוטוניות ו 5נקודות על חישוב נכון של הגבול;  2: ניקוד]

 .את גבול הסדרהתחילה ננחש 
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Lוכל אברי הסדרה חיוביים הגבול האפשרי היחיד הינו  1. 

 כעת נוכיח שהסדרה אכן מתכנסת:

 :1נוכיח שהסדרה חסומה מלרע ע"י  .1
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 מונוטונית יורדת.



n1בגלל שהסדרה יורדת היא חסומה מלעיל ע"י האיבר הראשון שלה, כלומר  a 10   ולכן הסדרה

 חסומה.

 

 לסיכום הוכחנו שהסדרה מונוטונית יורדת וחסומה ולכן לפי משפט מתכנסת.

 מתקיים שעשינו קודםלפי החישוב 
n

n
lima 1


. 

 

 3שאלה 

ונניח שהפונקציה   a,bיהיו נקודות(  20) .א 
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רציפה וגזירה  
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מצאו את נקודות(  10) .ב
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בנקודה   3,2  עבור העקומה

4 2 4 2y 5y x 5x  . 

 פתרון

 סעיף א

x-נתון שהפונקציה רציפה ב 1 צדדיים בנקודה זו קיימים ושווים. כלומר:-ולכן הגבולות החד 
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a -מכיוון ש b e   :מתקיים
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aמקיום הנגזרת נסיק כי  e  ומהתנאיa b e   נסיק כיb 0. 
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 4שאלה 

 כנס בתנאי, מתכנס בהחלט או מתבדר )הוכיחו את תשובתכם(.אם הוא מתקבעו לגבי כל טור 
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 פתרון

 סעיף א

 נשתמש במבחן השורש. מתקיים:
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 .מתכנסולכן הטור 

 סעיף ב

האיבר הכללי של הטור מהווה סדרה חיובית יורדת, ולכן ניתן להשתמש במבחן העיבוי. הטור המקורי 

מתכנס אם ורק אם הטור 
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מתבדר ולכן גם 
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 סעיף ג

נבדוק התכנסות בהחלט, כלומר התכנסות של הטור 
ln n
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 הסדרה  .
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היא סדרה חיובית ויורדת  

ולכן ניתן להשתמש במבחן העיבוי. הטור 
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 .אינו מתכנס בהחלטמכאן שהטור המקורי ו

נבדוק התכנסות בתנאי. הסדרה 
ln n
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 .מתכנס בתנאילסיכום, הטור המקורי 

 

 5שאלה 

המקיימת  -היא פונקציה גזירה ב f-נניח שנקודות(  15) .א 
3

f ' x
2

  לכלxנתון ש .- 

 f 1 2הוכיחו ש .- f 5 8. 

fתהי נקודות(  10) .ב :   פונקציה המקיימת   f 2x 2f x  לכלx הוכיחו שאם .

עבורו  Lקיים  
x 0
limf x L


 אזי ,L 0. 

 פתרון

 סעיף א

נתבונן בקטע  1,5 היא מקיימת את תנאי משפט . מכיוון שהפונקציה גזירה )ולכן רציפה( בכל ,

Lagrange  בקטע זה. לכן קיימת נקודה c 1,5  :עבורה מתקיים 
     f 5 f 1 f 5 2

f ' c
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-מכיוון ש 
3

f ' c
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  :מתקיים
 f 5 2 3

4 2


  ולכן f 5 8 .כנדרש 

 סעיף ב



תחילה נשים לב שמהנתון  
x 0
limf x L


  נובע שלכל אינפיניטסימל  מתקיים f L  כעת, יהי .

x 0  2, ולכן גם x הוא אינפי'. נקבל, אם כן, ש- f x L   ולכן( 2f x 2L וגם ש )- 

 f 2 x L  מכיוון שלפי הנתון מתקיים .   f 2 x 2f x   מטרנזיטיביות היחס ,  נסיק כי

L 2L והיות ומדובר במספרים ממשיים נקבל ,L 2L לכן .L 0 .כנדרש 

 

 

 

 נקודות( 7) שאלה בונוס

0xיהיו  ,a  ותהיf  פונקציה גזירה באינטרוול 0x ,  המקיימת f ' x a 0   0לכלx x .

-הוכיחו ש 
x
lim f x


 . 

 פתרון

-אינסופי חיובי מתקיים ש Hנרצה להראות שלכל  f H .אינסופי חיובי 

יהי  1 0x x ,   1כלשהו. אזי לכלx x  הפונקציה מקיימת את תנאי משפטLagrange  בקטע 1x ,x 

ולכן קיים  x 1c x , x  עבורו 
   1

x

1

f x f x
f ' c

x x





. מהנתון על הנגזרת נקבל 

   1
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f x f x
a
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
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
 

ולכן      1 1f x a x x f x  . 

1xעד כאן הראנו שלכל  x  מתקיים     1 1f x a x x f x   ולכן, לפי עקרון ההעברה, הטענה ,

1Hאינסופי חיובי )שכן  Hמתקיימת גם לכל  x ,כלומר ,)     1 1f H a H x f x   כעת, מכיוון .

a-ש 0 המספר , 1a H x  הוא אינסופי חיובי ולכן גם   1 1a H x f x   אינסופי חיובי, ומכאן

 מקבלים את הדרוש.
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