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 1פתרון  בעיה 
 .) ⇐ 2)   ⇐ 4)   ⇐ 3  )  ⇐ 1) 2: הלוגית שרשרתעל ידי ה נותהטעהשקילות נוכיח את 

 

2 ((1 ⇐ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 ⇐ 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∧ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵
(2
⇐𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴  

 
1 (⇐3(.  

𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 ⊇ 𝐵𝐵     : 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 ⇐ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵    הגדרת האיחוד. לפי  
𝐵𝐵 ⊇ 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∪ 𝐵𝐵 ∶ 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∨ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 𝑥𝑥. אם  ⇐ ∈ 𝐵𝐵 הכל הוכח. 

𝑥𝑥אם   ∈ 𝐴𝐴  1, אז לפי (- 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵. 
 

3 (⇐4(  𝑥𝑥 ∉ 𝐵𝐵 ⇐ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵𝑐𝑐 𝑥𝑥 ∉ 𝐴𝐴
(3
⇐⇐  𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴𝑐𝑐 

 
4 (⇐2( 
 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 ⊇ 𝐴𝐴 :  יהיה  𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴. 
𝑥𝑥אם   ∈ 𝐵𝐵 אז ,𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 ⇐ 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∧ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 

𝑥𝑥 אם  ∉ 𝐵𝐵  אז 𝑥𝑥 ∉ 𝐴𝐴 ⇐ 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴𝑐𝑐
(4
⇐𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵𝑐𝑐 ⇐.סתירה 

𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 ⊆ 𝐴𝐴 :  ךוהחית פי הגדרת ל: 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ⇐ 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∧ 𝑥𝑥 ∈ 𝐵𝐵 ⇐ 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ∩ 𝐵𝐵 
 

 2פתרון  בעיה 
 הוכחה:

𝐸𝐸יהיה  . ⇐ = {𝑒𝑒} .  אז לכל𝑓𝑓:𝐴𝐴 → 𝐸𝐸  ,אשר כ∅ ≠ 𝐴𝐴   ולכל𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 הפונקציה בהכרח תינתן , 
𝑓𝑓(𝑥𝑥)על ידי שוויון:  = 𝑒𝑒. 

 
∅לכל קבוצה נניח ש .  ⇒ ≠ 𝐴𝐴  אחת  קיימת רק פונקציה𝑓𝑓:𝐴𝐴 → 𝐸𝐸 .הקבוצה   𝐸𝐸  לא  ריקה כי בהחרך

 קיימות תמונות.  𝐴𝐴 ללאיברים ש
,𝑎𝑎  קימים איברים )בשלילה( יהיו 𝑏𝑏 ∈ 𝐸𝐸 ו- 𝑎𝑎 ≠ 𝑏𝑏. קח איבר יאם נ𝐴𝐴 ∋ 𝑥𝑥0   קציותנופ 2 נגדירו 

𝐸𝐸    : 𝑓𝑓(𝑥𝑥)-ל  𝐴𝐴-מ  = �
𝑎𝑎,   𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0
𝑏𝑏,       אחרת

𝑔𝑔(𝑥𝑥)     -ו  = �
𝑏𝑏,   𝑖𝑖𝑓𝑓 𝑥𝑥 = 𝑥𝑥0
𝑎𝑎,       אחרת

 , 

𝑓𝑓 אז   ≠ 𝑔𝑔 ⇐ 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) ≠ 𝑔𝑔(𝑥𝑥0)ה, שסותר להנח. 
  

 3פתרון  בעיה 
𝑓𝑓א' תהי  ∘ 𝑔𝑔 ש בשלילה. נניח חח''ע-𝑔𝑔 אזי קיימים חח''עלא  היא .𝐴𝐴 ∋ 𝑥𝑥, 𝑦𝑦 כך ש- 

  𝑥𝑥 ≠ 𝑦𝑦  ו- 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑔𝑔(𝑦𝑦)  .מכאן מקבלים: 
 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 ⇐ 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑔𝑔(𝑥𝑥)) = 𝑓𝑓�𝑔𝑔(𝑦𝑦)� = 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔(𝑦𝑦) סתירה.חח''עלא  היא . 
 

𝑓𝑓ב' תהי  ∘ 𝑔𝑔   ויהיה על היא .𝑦𝑦 ∈ 𝐶𝐶  אז קיים  𝑥𝑥: 
 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴 ,.𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦   𝑓𝑓�𝑔𝑔(𝑥𝑥)� =  𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔(𝑥𝑥) לכן אבל .𝑓𝑓 על היא. 
  



 4פתרון  בעיה 
 

𝑓𝑓:𝐴𝐴תהי (הוכחה בשלילה).  ⇐.  א'  → 𝐵𝐵   ע'לא חחו מצטמצמת משמאל'.  
𝑥𝑥,𝑦𝑦  יהיואז  ∈ 𝐴𝐴 כך ש- 𝑥𝑥 ≠ 𝑦𝑦   ו- 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑦𝑦). 

=וצה בנסתכל בק 𝐶𝐶 {𝑐𝑐}   ונגדיר𝑔𝑔:𝐶𝐶 → 𝐴𝐴 ו- ℎ:𝐶𝐶 → 𝐴𝐴  כך ש-  𝑔𝑔(𝑐𝑐) = 𝑥𝑥  ,ℎ(𝑐𝑐) = 𝑦𝑦 . 
𝑓𝑓אז  ∘ ℎ(𝑐𝑐)  =  𝑓𝑓(𝑦𝑦) =   𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔(𝑐𝑐) ⇐ 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 = 𝑓𝑓 ∘ ℎ אבל ,𝑔𝑔 ≠ ℎ 

 
𝑓𝑓:𝐴𝐴  -פונקציות כך ש 𝑓𝑓,𝑔𝑔.ℎתהיינה  .⇒  → 𝐵𝐵 – 'ע,    'חח𝑔𝑔,ℎ:𝐶𝐶 → 𝐴𝐴  ו- 𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔 = 𝑓𝑓 ∘ ℎ . 

𝑐𝑐 אם ∈ 𝐶𝐶  אז𝑓𝑓 ∘ 𝑔𝑔(𝑐𝑐) = 𝑓𝑓 ∘ ℎ(𝑐𝑐) זאת אומרת ,
𝑓𝑓−חחע 
�����  𝑓𝑓(𝑔𝑔(𝑐𝑐)) = 𝑓𝑓(ℎ(𝑐𝑐))  𝑔𝑔(𝑐𝑐) = ℎ(𝑐𝑐) לכן .𝑔𝑔 = ℎ. 

 
𝑓𝑓:𝐴𝐴(הוכחה בשלילה). תהי  ⇐.  ב' → 𝐵𝐵   אז קיים איבר   ין ולא על.מימצטמצמת מ𝐵𝐵 ∋ 𝑏𝑏 כך ש- 𝑏𝑏 ∉ 𝑓𝑓(𝐴𝐴). 

→:𝑔𝑔,ℎנגדיר שתי םונקציות  �𝑔𝑔�𝑓𝑓(𝐴𝐴)  -כך ש {0,1} = 1,𝑔𝑔([𝑓𝑓(𝐴𝐴)]𝑐𝑐) = 0, ℎ(𝐵𝐵) = 1 . 
𝑓𝑓אז   ∘ 𝑔𝑔 = 𝑓𝑓 ∘ ℎ ≡ 𝑔𝑔, אבל  1 ≠ ℎ ⇐ 𝑔𝑔(𝑏𝑏) = 0 ,ℎ(𝑏𝑏) = 1. 
 
𝑓𝑓:𝐴𝐴  -פונקציות כך ש 𝑓𝑓,𝑔𝑔.ℎתהיינה  .⇒ → 𝐵𝐵 –    ,על𝑔𝑔,ℎ:𝐵𝐵 → 𝐶𝐶  ו- 𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓 = ℎ ∘ 𝑓𝑓 . 

𝑏𝑏 אם ∈ 𝐵𝐵 מכיוון ש אז)-𝑓𝑓 קיים   )על𝐴𝐴 ∋ 𝑎𝑎 כך ש-  𝑓𝑓(𝑎𝑎) = 𝑏𝑏  אז . 
  .𝑔𝑔(𝑏𝑏) = 𝑔𝑔�𝑓𝑓(𝑎𝑎)� = 𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = ℎ ∘ 𝑓𝑓(𝑎𝑎) = ℎ�𝑓𝑓(𝑎𝑎)� = ℎ(𝑏𝑏)  אז𝑔𝑔 = ℎ 
 
 5פתרון  בעיה .

 
 . אזי  𝑈𝑈בסיסנת קבוצות של הקבוצה ה-שתי תת 𝑋𝑋,𝑌𝑌יהיו :  ח קודם למה ינוכ

𝑋𝑋 = 𝑌𝑌𝑐𝑐 ,𝑌𝑌 = 𝑋𝑋𝑐𝑐   ⇐  𝑋𝑋 ∩ 𝑌𝑌 = ∅ ∧  𝑋𝑋 ∪ 𝑌𝑌 = 𝑈𝑈. 
 𝑌𝑌 -הוא לא שייך ל𝑋𝑋 -אבל לא לשתיהן ביחד. לכן אם הוא שייך ל𝑌𝑌 -או ל𝑋𝑋 -שייך ל 𝑈𝑈: כל איבר של  הוכחה

𝑋𝑋  .𝑋𝑋 -לולכן שייך  𝑌𝑌 -הוא לא שייך ל 𝑌𝑌𝑐𝑐-. אם הוא שייך ל𝑌𝑌𝑐𝑐 -ולכן שייך ל = 𝑌𝑌𝑐𝑐  .הוכח 𝑌𝑌 = 𝑋𝑋𝑐𝑐 מוכיחים בדיוק
 למה∎באותה דרך.

 
𝐷𝐷א' מהגדרת המשלים  ∩ 𝐷𝐷𝑐𝑐 = ∅ ∧  𝐷𝐷 ∪ 𝐷𝐷𝑐𝑐 = 𝐵𝐵  יטהכמה . לפי נוסחאות ידעות : 

 𝐴𝐴 = 𝑓𝑓−1(𝐵𝐵) = 𝑓𝑓−1(𝐷𝐷 ∪ 𝐷𝐷𝑐𝑐) = 𝑓𝑓−1(𝐷𝐷) ∪ 𝑓𝑓−1(𝐷𝐷𝑐𝑐), 
 ∅ = 𝑓𝑓−1(∅) = 𝑓𝑓−1(𝐷𝐷 ∩ 𝐷𝐷𝑐𝑐) = 𝑓𝑓−1(𝐷𝐷) ∩ 𝑓𝑓−1(𝐷𝐷𝑐𝑐) 

𝑓𝑓−1(𝐷𝐷𝑐𝑐)למה: הלכן מ = (𝑓𝑓−1(𝐷𝐷))𝑐𝑐 ∎  ′א     
 

𝑓𝑓(𝑋𝑋𝑐𝑐)יהיה ⇐ב'  = (𝑓𝑓(𝑋𝑋))𝑐𝑐   לכל𝐴𝐴 ⊇ 𝑋𝑋 ) שלהיבשלונניח (-: 
)1( 𝑓𝑓  היא פונקציה לא חח''ע. אז קיימים𝐴𝐴 ∋ 𝑥𝑥,𝑦𝑦  כך ש- 𝑥𝑥 ≠ 𝑦𝑦 ו- 𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑓𝑓(𝑦𝑦).  

𝑋𝑋נגדיר  = {𝑥𝑥} אז .  𝑧𝑧 ∉ �𝑓𝑓(𝑋𝑋)�𝑐𝑐 ⇐ 𝑓𝑓(𝑋𝑋) ∋ 𝑧𝑧 ⇐ 𝑧𝑧 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥). 
𝑧𝑧אבל  = 𝑓𝑓(𝑦𝑦) ∧ 𝑦𝑦 ∈ 𝑋𝑋𝑐𝑐 ⇐ 𝑓𝑓(𝑋𝑋𝑐𝑐) ∋ 𝑧𝑧.  . סתירה להנחה 

)2( 𝑓𝑓  תהי . לעהיא פונקציה לא𝑋𝑋 = 𝐴𝐴 . אז(𝑓𝑓(𝐴𝐴))𝑐𝑐 = (𝑓𝑓(𝑋𝑋))𝑐𝑐   ∅ ≠ . 
∅אבל  = 𝐴𝐴𝑐𝑐     ∅ = 𝑓𝑓(𝐴𝐴𝑐𝑐)  סתירה להנחה .  .  ⇐ 

 
  ⇒ 

𝑦𝑦 ה. יהי ⊇ ∈  𝑓𝑓(𝑋𝑋𝑐𝑐)  אזי קיים𝑥𝑥 מ שלא-𝑋𝑋 כך ש-𝑓𝑓(𝑥𝑥) = 𝑦𝑦. ח בהכר יועכש(𝑓𝑓(𝑋𝑋))𝑐𝑐 ∋ 𝑦𝑦 כי אחרת 
 𝑦𝑦 ∈ 𝑓𝑓(𝑋𝑋) קיים  מרתוזאת א𝑥𝑥′  מ-𝑋𝑋 כך ש-𝑓𝑓(𝑥𝑥′) = 𝑦𝑦 כי רי שאפ זה בילתיו𝑓𝑓 ע וחח''-𝑥𝑥 ≠ 𝑥𝑥′. 

𝑦𝑦 .  יהיה ⊆    ∈  (𝑓𝑓(𝑋𝑋))𝑐𝑐 אזי לכל .𝑋𝑋 ∋ 𝑥𝑥 : 𝑓𝑓(𝑥𝑥) ≠ 𝑦𝑦  אבל קיים𝐴𝐴 ∋ 𝑥𝑥′ כך ש- 𝑓𝑓(𝑥𝑥′) = 𝑦𝑦 מכיוון ש-𝑓𝑓 על . 
′𝑥𝑥מכאן  ∉ 𝑋𝑋 לכןו 𝑦𝑦 ∈ 𝑓𝑓(𝑋𝑋𝑐𝑐ב' ∎  ב 
 
  


