
 

 

∀𝑥1 ∈ ℝ∀𝑥2 ∈ ℝ: (𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2)) → (𝑥1 = 𝑥2) 

 נתחיל בשלילה:

𝑓 אם:  ערכית-חד-חד אינה 

∃𝑥1 ∈ ℝ∃𝑥2 ∈ ℝ: (𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2)) ∧ (𝑥1 ≠ 𝑥2) 
 

 שלילה של גרירה היאכיוון שה

¬(𝑝 → 𝑞) ≡ 𝑝 ∧ ¬𝑞 

 הרי 

¬(𝑝 → 𝑞) ≡ ¬(¬𝑝 ∨ 𝑞) ≡ 𝑝 ∧ ¬𝑞 

 ו.או את שלילתאת הפסוק של ההגדרה, כעת עבור כל אחד מהפונקציות הנתונות צריך לקבוע אם הן מקיימות 

 

 דוגמאות: 

𝑓(𝑥) = 𝑥2 

 )נוכיח את הפסוק בצבע אדום.( ערכית. -חד-חד  אינהנוכיח את השלילה, כלומר פונקציה זו 

𝑥1חר נב = 𝑥2וכן   2 =  ואכן 2−

𝑓(𝑥1) = 𝑓(𝑥2) 

 שהרי 

(2)2 = (−2)2 

 וכן 

𝑥1 ≠ 𝑥2 

 

  



𝑔(𝑥)דוגמא הבא:   = 𝑥 + 1 

 ערכית, כלומר ננסה להוכיח את הפסוק בצבע ירוק.-חד-דננסה להוכיח כי פונקציה זו אכן ח

 ילה 'יהי'. במ חילכיוון שמדובר בפסוק לכל, נת

 

,𝑥1יהיו   𝑥2 ∈ ℝ 

𝑔(𝑥1)צ"ל שאם  = 𝑔(𝑥2)  אזי𝑥1 = 𝑥2 

 מר נתון כי כלו

𝑔(𝑥1) = 𝑔(𝑥2) 

𝑥1 + 1 = 𝑥2 + 1 

 סיק כי משני הצדדים ונ 1אכן נחסיר 

𝑥1 = 𝑥2 

 

 :בסוף דוגמא אחרונהל

ℎ(𝑥) = sin(𝑥) 

 ערכית -חד- נוכיח כי הפונקציה אינה חד

𝑥1נבחר  = 0, 𝑥2 = 2𝜋  ואכן 

ℎ(𝑥1) = ℎ(𝑥2) 

 שהרי 

sin(0) = sin(2𝜋) = 0 

 ואכן 

𝑥1 ≠ 𝑥2 

 

 תזכורת: זו אינה הוכחה בשלילה, אלא הוכחת השלילה

 חים בשלילה, מניחים את השלילה של מה שצריך להוכיח, מגיעים לסתירה, והמסקנה היא שהטענה נכונה.כאשר מוכי

 אנחנו הוכחנו את השלילה, ולכן הטענה אינה נכונה. 

  



 

 קצת קבוצות ריקות על מנת לחוש את התרגיל, ולהתפלל להפרכה.ננסה להציב ראשית 

𝐴נציב למשל  = ∅ 

 מצד שמאל נקבל את הטענה 

∅ ∩ 𝐶 ⊆ 𝐵 

 שהיא כמובן אמת.

 מצד ימין, נקבל 

∅ − 𝐵 ⊆ ∅ − 𝐶 

𝐴ערה: נסמן כאן הפרש קבוצות ע"י )ה − 𝐵  במקום𝐴 ∖ 𝐵.) 

 וגם צד ימין יוצא אמת.

 

𝐵הציב ננסה ל = ∅. 

 מצד שמאל נקבל את הטענה 

𝐴 ∩ 𝐶 ⊆ ∅ 

 ן יומצד ימ

𝐴 ⊆ 𝐴 − 𝐶 

 לאה. במצב כזה שלא ברור לנו אם הטענה מתקיימת או לא, נדלג ה

 

𝐶לבסוף נציב  =  ונקבל מצד שמאל ∅

∅ ⊆ 𝐵 

 שהוא אמת, ומצד ימין נקבל

𝐴 − 𝐵 ⊆ 𝐴 

 שגם הוא אמת תמיד.

 

 ו את התרגיל. סה"כ בכל ההצבות או שהביטוי היה נכון, או שלא הצלחנו לקבוע. כלומר לא פתרנ

 

 ננסה להוכיח את הטענה.

,𝐴תהיינה קבוצות  𝐵, 𝐶. 

 ת גרירה דו כיוונית )שימו לב, זה שונה מהכלה דו כיוונית(.ראשית נשים לב שמדובר בטענ

 ם.כל אחד מן הכיווניצריך להוכיח גרירה ב

 



 

 , נניח את צד שמאל ונוכיח את צד ימין. בכיוון ראשון

 נתון:

𝐴 ∩ 𝐶 ⊆ 𝐵 

 ל:"צ

𝐴 − 𝐵 ⊆ 𝐴 − 𝐶 

 כעת, עלינו להוכיח טענת הכלה.

𝑥יהי   ∈ 𝐴 − 𝐵 

𝑥צ"ל  ∈ 𝐴 − 𝐶 

 

𝑥נתון כי  ∈ 𝐴   וכן𝑥 ∉ 𝐵 

𝑥כי  לצ" ∈ 𝐴   וכן𝑥 ∉ 𝐶 

𝑥זה ש  ∈ 𝐴 ן, נותר להוכיח כי ממש נתו𝑥 ∉ 𝐶. 

 

 : 1דרך 

𝑥נב"ש כי   ∈ 𝐶 כיוון ש .𝑥 ∈ 𝐴   ביחד נובע כי𝑥 ∈ 𝐴 ∩ 𝐶 

𝑥העליון נובע כי  ואז מהנתון  ∈ 𝐵  .בסתירה 

 

 : 2 דרך

𝑥כיוון ש  ∉ 𝐵   יחד עם העובדה כי𝐴 ∩ 𝐶 ⊆ 𝐵 

𝑥נובע כי   ∉ 𝐴 ∩ 𝐶 

𝑥אבל  ∉ 𝐴   ולכן𝑥 ∉ 𝐶. 

 טענה מצד שמאל. ח את ה, נניח את הטענה מצד ימין, ונוכי בכיוון שני

 נתון:

𝐴 − 𝐵 ⊆ 𝐴 − 𝐶 

 צ"ל

𝐴 ∩ 𝐶 ⊆ 𝐵 

 שוב יש להוכיח טענת הכלה:

𝑥הי  י ∈ 𝐴 ∩ 𝐶 

𝑥צ"ל  ∈ 𝐵 

𝑥נתון  ∈ 𝐴   וכן𝑥 ∈ 𝐶 

𝑥לכן   ∉ 𝐴 − 𝐶  העליון נובע כי  ולכן מהנתון𝑥 ∉ 𝐴 − 𝐵 

𝑥לבסוף, כיוון ש  ∈ 𝐴  אבל𝑥 ∉ 𝐴 − 𝐵   ולכן𝑥 ∈ 𝐵 



 

 

 -גשת לאינטגרליםדרכים ל 3ת: יש לנו תזכור

 הצבה  .1

 חלקים  .2

 רציונאלית .3

 

 אינה רלוונטית )כרגע(.  3כיוון שלא מדובר בפולינום חלקי פולינום שיטה 

 

 נבצע הצבה:

 הגיוניותהצבות 

𝑡 = 𝑒𝑥  

𝑡 = 𝑒2𝑥 

𝑡 = 𝑒2𝑥 − 1 

 

𝑡הציב  בצדק( לננסה )כנראה לא  = 𝑒2𝑥 − 1 

𝑑𝑡 = 2𝑒2𝑥𝑑𝑥 

 ונציב מחדש 𝑥פיע באינטגרל, נבודד את  כיוון שזה לא מו

𝑒2𝑥 = 1 + 𝑡 

2𝑥 = ln(1 + 𝑡) 

𝑥 =
1

2
ln(1 + 𝑡) 

 ולכן סה"כ אחרי ההצבה נקבל

∫
𝑒𝑥

𝑒2𝑥 − 1
𝑑𝑥 = {… } = ∫

𝑒
1
2

ln(1+𝑡)

𝑡
⋅

1

2
ln(1 + 𝑡) 𝑑𝑡 = ∫

𝑒ln(√1+𝑡)

𝑡
⋅

1

2
ln(1 + 𝑡) 𝑑𝑡 = ∫

√1 + 𝑡

𝑡
⋅

1

2
ln(1 + 𝑡) 𝑑𝑡 

 

 וזה לא נראה חביב. 



 

𝑡כעת נציב  = 𝑒𝑥  ג.ונראה איזה תענו 

𝑑𝑡 = 𝑒𝑥𝑑𝑥 

 רי הצבה נקבל:אח

∫
𝑒𝑥

𝑒2𝑥 − 1
𝑑𝑥 = {

𝑡 = 𝑒𝑥

𝑑𝑡 = 𝑒𝑥𝑑𝑥
} = ∫

1

𝑡2 − 1
𝑑𝑡 

 והגענו לפונקציה רציונאלית, זה סימן טוב מאד.

 לינומים.דרגת המכנה ולכן אין צורך בחילוק פומוכה מ , נשים לב כי דרגת המונה נראשית

 בר לשברים חלקיים.פריקים על מנת לפרק את השהשלב הבא הוא לפרק את המכנה לגורמים אי 

1

𝑡2 − 1
=

1

(𝑡 − 1)(𝑡 + 1)
=

𝐴

𝑡 − 1
+

𝐵

𝑡 + 1
 

 נעשה מכנה משותף ונשווה מונים

1 = 𝐴(𝑡 + 1) + 𝐵(𝑡 − 1) 

𝑡נציב  = 1 

1 = 2𝐴 → 𝐴 =
1

2
 

𝑡נציב  = −1 

1 = −2𝐵 → 𝐵 = −
1

2
 

 כלומר 

1

𝑡2 − 1
=

1

2
[

1

𝑡 − 1
−

1

𝑡 + 1
] 

 ולכן 

∫
1

𝑡2 − 1
𝑑𝑡 =

1

2
∫

1

𝑡 − 1
𝑑𝑡 −

1

2
∫

1

𝑡 + 1
𝑑𝑡 =

1

2
ln|𝑡 − 1| −

1

2
ln|𝑡 + 1| 

 סה"כ נחזור לאינטגרל המקורי ונקבל כי 

∫
𝑒𝑥

𝑒2𝑥 − 1
𝑑𝑥 = ⋯ =

1

2
ln|𝑒𝑥 − 1| −

1

2
ln|𝑒𝑥 + 1| + 𝐶 

 

 

 



 

 

∫ 𝑥3𝑒𝑥2
𝑑𝑥 = {

𝑡 = 𝑥2

𝑑𝑡 = 2𝑥𝑑𝑥
1

2
𝑑𝑡 = 𝑥𝑑𝑥

} =
1

2
∫ 𝑡𝑒𝑡𝑑𝑡 = {

𝑓′ = 𝑒𝑡 𝑔 = 𝑡

𝑓 = 𝑒𝑡 𝑔′ = 1
} =

1

2
[𝑡𝑒𝑡 − ∫ 𝑒𝑡𝑑𝑡] = 

=
1

2
(𝑡𝑒𝑡 − 𝑒𝑡) + 𝐶 =

1

2
(𝑥2𝑒𝑥2

− 𝑒𝑥2
) + 𝐶 

 בר של ההצבה: גבי המעל הרחבה

∫ 𝑥3𝑒𝑥2
𝑑𝑥 = ∫ 𝑥2𝑒𝑥2

⋅ 𝑥𝑑𝑥 

 

  



 

 נזכור שוב את השלילה של גרירה 

¬(𝑝 → 𝑞) ≡ 𝑝 ∧ ¬𝑞 

 ולכן השלילה של ההגדרה היא

∃𝑎 ∈ ℝ∃𝑏 ∈ ℝ: (𝑎𝑣 + 𝑏𝑢 = (0,0,0)) ∧ ((𝑎 ≠ 0) ∨ (𝑏 ≠ 0)) 

 קורית היא: ואילו ההגדרה המ

∀𝑎 ∈ ℝ∀𝑏 ∈ ℝ: (𝑎𝑣 + 𝑏𝑢 = (0,0,0)) → (𝑎 = 0 ∧ 𝑏 = 0) 

 ל )מקיים את הפסוק באדום(. או שאינו בת" רוק(י ם את הפסוק הצבוע בת"ל )כלומר מקיי כעת נקבע לגבי כל זוג וקטורים אם הוא ב

 

𝑣 = (1,2,3) 

𝑢 = (0,1,2) 

 ננסה להוכיח: 

,𝑎יהיו   𝑏 ∈ ℝ   כך ש 

𝑎𝑣 + 𝑏𝑢 = (0,0,0) 

𝑎צ"ל  = 𝑏 = 0 

 

 כלומר נתון כי 

𝑎(1,2,3) + 𝑏(0,1,2) = (0,0,0) 

 ולכן 

𝑎 = 0 

2𝑎 + 𝑏 = 0 

3𝑎 + 2𝑏 = 0 

𝑎נציב את  = 𝑏ונקבל כי  המשוואה הראשונה במשוואה השנייה מ 0 =  כפי שהיה צריך להוכיח. 0

 



 נעבור לזוג הבא

𝑣 = (1,1, −1) 

𝑢 = (−1, −1,1) 

 ם בת"ל, כלומר נוכיח את הפסוק האדום.טורים אינוקכי הנוכיח 

 נבחר

𝑎 = 𝑏 = 1 

 ואכן 

𝑎𝑣 + 𝑏𝑢 = 1 ⋅ 𝑣 + 1 ⋅ 𝑢 = (0,0,0) 

𝑎וכמו כן   ≠ 𝑏או  0 ≠ 0. 

 

 נעבור לזוג האחרון 

𝑣 = (1,0,2) 

𝑢 = (0,0,0) 

 ת"ל, כלומר ננסה להוכיח את הפסוק הירוק. להוכיח כי הם ב )לא בצדק(וננסה 

 טעייה. ושימו לב: זו אינה שיטת הוכחה, אלא ניסוי  

,𝑎יהיו   𝑏 ∈ ℝ  כך ש 

𝑎𝑣 + 𝑏𝑢 = (0,0,0) 

𝑎צ"ל כי  = 𝑏 = 0 

 נתון

𝑎(1,0,2) + 𝑏(0,0,0) = (0,0,0) 

 לכן 

𝑎 = 0 
0 = 0 
2𝑎 = 0 

𝑎לכן   = 0 

 ?𝑏אבל מה לגבי  

 

 ריך, כלומר להוכיח כי הוקטורים אינם בת"ל, כלומר להוכיח את הפסוק האדום.נעבור להפ

 נבחר

𝑎 = 0 
𝑏 = 1 

 אכן ו

𝑎 ⋅ 𝑣 + 𝑏 ⋅ 𝑢 = 0 ⋅ 𝑣 + 1 ⋅ 𝑢 = (0,0,0) 

𝑎אך   ≠ 𝑏או   0 ≠ 𝑏וון ש )כי 0 = 1.) 



 

 שווה קבוע.  𝑧שימו לב שהמשוואה היא מהצורה קבוע כפול חזקה של 

 לק במקדם.לחשווה לקבוע, כלומר נותר רק  𝑧 ות מהצורה חזקה שלאנחנו יודעים איך לפתור משווא

 

 חד, אפשר פשוט לצמצם!במרוכב, נכפול בצמוד. הפעם במיו באופן כללי במקום לחלק

(1 + 𝑖)𝑧4 = (1 + 𝑖) 

𝑧4 = 1 

 

 היינו מגיעים לאותו הדבר: שימו לב, אם היינו כופלים בצמוד 

1הצמוד של המקדם  + 𝑖  1הוא − 𝑖  נכפול בו 

2𝑧4 = 2 

 ושוב נגיע לאותה המשבצת. 2ונחלק ב

 

 ה היא ת( ונקבל כי המשוואבוע לצורתו הקוטבית )גאומטריר את התרגיל נעביר את הקעל מנת לפתו

𝑧4 = 1 ⋅ 𝑐𝑖𝑠 (0) 

 םולכן הפתרונות ה

𝑧𝑘 = √1
4

𝑐𝑖𝑠 (
0 + 2𝜋𝑘

4
) 

𝑘 = 0,1,2,3 

 

 כי הפתרונות הםאפשר להשאיר זאת כך, אבל במקרה זה קל לראות 

𝑧0 = 1, 𝑧1 = 𝑖, 𝑧2 = −1, 𝑧3 = −𝑖 

 

 ששכחנו אותה.  טל. נניח לרגעבכיתה מצאנו נוסחא כללית למציאת ההי

𝑣נסמן  = (3,1,  ואילו ההיטל הוא  (1−

𝑢 = (𝑡, 0, 𝑡) 

 ש כי דרו

(3,1, −1) − (𝑡, 0, 𝑡) ⊥ (1,0,1) 

 



 צריך כי 

(3 − 𝑡, 1, −1 − 𝑡) ⋅ (1,0,1) = 0 

3 − 𝑡 − 1 − 𝑡 = 0 

2𝑡 = 2 

𝑡 = 1 

 ולכן ההיטל הוא

(1,0,1) 

 

 

 נפתור באופן דומה. סעיףת ב' א

,𝑡)ההיטל הוא   0, 𝑡)  וצריך כי 

(3𝑎, 𝑎2, 𝑎) − (𝑡, 0, 𝑡) ⊥ (1,0,1) 

 כלומר צריך כי  

(3𝑎 − 𝑡, 𝑎2, 𝑎 − 𝑡) ⋅ (1,0,1) = 0 

3𝑎 − 𝑡 + 𝑎 − 𝑡 = 0 

2𝑡 = 4𝑎 

𝑡 = 2𝑎 

 יטל הוא סה"כ ולכן הה 

(2𝑎, 0,2𝑎) 

 

 ר בנוסחא מהכיתה כעת ניזכ

 הוא  𝑢על הישר הנפרש מהוקטור   𝑣ההיטל של  

𝑣 ⋅ 𝑢

𝑢 ⋅ 𝑢
⋅ 𝑢 =

(3𝑎, 𝑎2, 𝑎) ⋅ (1,0,1)

(1,0,1) ⋅ (1,0,1)
⋅ (1,0,1) =

3𝑎 + 𝑎

2
⋅ (1,0,1) = 2𝑎(1,0,1) 

 זו אותה התשובה בדיוק.לא במפתיע, 

  



 

 נבצע אינטגרציה בחלקים פתרון:

∫ 𝑥 sin(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 = {

𝑓′ = sin(𝑎𝑥) 𝑔 = 𝑥

𝑓 = −
cos(𝑎𝑥)

𝑎
𝑔′ = 1

} = −
𝑥

𝑎
cos(𝑎𝑥) +

1

𝑎
∫ cos(𝑎𝑥) 𝑑𝑥 = 

= −
1

𝑎
𝑥 cos(𝑎𝑥) +

1

𝑎2
sin(𝑎𝑥) + 𝐶 

 

 

 !ב', בין היתר כי יש כאן לקח שעליכם ללמוד  מסעיףחיל נת

 לבגרות בקטע טוב.  דזה על זה, אבל בניגו לא מעט פעמים, סעיפים מסתמכים 

סעיף אחד, לא מוצאים את מה שצריך בשביל להתחיל בכלל את הסעיף השני  רות )ולפעמים גם באוניברסיטה( בלי לפתור בבג

הסעיף מך על מקרה כזה אפשר בוודאי להסתברסיטה יש פעמים רבות שאלות הוכחה )כמו כאן(. בטר כלשהו(. באונימ)למשל פר

 לא הצלחנו להוכיח נכון.אפילו אם 

 

 סעיפים זהה! נשים לב כי הצד השמאלי של שני ה

 ולכן מסעיף א' אנו יודעים כי 

∑
1

√𝑘

𝑛

𝑘=1

=
1

√1
+

1

√2
+ ⋯ +

1

√𝑛
≥ √𝑛 

𝑛√, כלומר  10רוצים שמצד ימין נקבל  = 𝑛לכן נבחר ו 10 =  וסיימנו את סעיף ב'. 100

 

 סעיף א'.כעת נוכיח את 

 דיקה: ב

𝑛עבור   =  אכן  בל כיקנ 1

∑
1

√𝑘

1

𝑘=1

=
1

√1
≥ √1 



 עבורו הטענה נכונה, כלומר  𝑛  כעת יהי

∑
1

√𝑘

𝑛

𝑘=1

≥ √𝑛 

 צ"ל את הטענה הבאה, כלומר צ"ל כי 

 ∑
1

√𝑘

𝑛+1

𝑘=1

≥ √𝑛 + 1 

 ותונתחיל מצד שמאל ונפתח א

 ∑
1

√𝑘

𝑛+1

𝑘=1

= (∑
1

√𝑘

𝑛

𝑘=1

) +
1

√𝑛 + 1
≥⏟

הנחת

האינדוקציה

√𝑛 +
1

√𝑛 + 1
≥⏟
צ"ל

√𝑛 + 1 

 כי  מספיק להוכיח

 √𝑛 +
1

√𝑛 + 1
≥ √𝑛 + 1 

𝑛√כעת נפתח את אי השיוויון שצ"ל, נכפול בגורם החיובי   + 1 

 כי נקבל שצריך להוכיח 

√𝑛(𝑛 + 1) + 1 ≥ 𝑛 + 1 

 ל כי כלומר צ"

√𝑛(𝑛 + 1) ≥ 𝑛 

 שיוויון שקול שצריך להוכיח ון ששני הצדיים חיוביים מותר להעלות בריבוע ולקבל אי כיו

𝑛(𝑛 + 1) ≥ 𝑛2 

𝑛2 + 𝑛 ≥ 𝑛2 

𝑛 ≥ 0 

 ואכן אי השיוויון הזה הוא אמת.

 

 

  



 

 צ"ל בעצם כי

12 + 22 + ⋯ + 𝑛2 =
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
 

𝑛עבור   בדיקה =  אכן מתקיים כי  1

12 =
1 ⋅ 2 ⋅ 3

6
 

𝑛בור  ל עעבורו הטענה נכונה, צ" 𝑛יהי   +  כלומר נתון כי 1

12 + 22 + ⋯ + 𝑛2 =
𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
 

 צ"ל כי

12 + 22 + ⋯ + 𝑛2 + (𝑛 + 1)2 =
(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(2(𝑛 + 1) + 1)

6
 

 . כתיב סימן הסכימהור ל נדוקציה, וסתם על מנת לשגע אתכם נעבנפתח את צד שמאל באמצעות הנחת האי

∑ 𝑘2

𝑛+1

𝑘=1

= (∑ 𝑘2

𝑛

𝑘=1

) + (𝑛 + 1)2 =⏟
הנחת

האינדוקציה

𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
+ (𝑛 + 1)2 

 הוכיח כיצריך ל

𝑛(𝑛 + 1)(2𝑛 + 1)

6
+ (𝑛 + 1)2 =

(𝑛 + 1)(𝑛 + 2)(2(𝑛 + 1) + 1)

6
 

𝑛נצמצם את השיוויון הרצוי הזה ב  + 1 

 ונקבל שצריך להוכיח כי 

𝑛(2𝑛 + 1)

6
+ (𝑛 + 1) =

(𝑛 + 2)(2𝑛 + 3)

6
 

 לושיוויון שקונקבל  6נכפול ב

𝑛(2𝑛 + 1) + 6(𝑛 + 1) = (𝑛 + 2)(2𝑛 + 3) 

 צריכים להוכיח את זה!אנחנו  –נזכור 

 כלומר צ"ל כי 

2𝑛2 + 𝑛 + 6𝑛 + 6 = 2𝑛2 + 4𝑛 + 3𝑛 + 6 

 אכן מתקיים! 

 


