
 11תרגיל  -1אלגברה לינארית                    

 הערות:

 = 𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) = 𝑅(A)    מרחב השורות של מטריצה.A 

 .עמודה וקטורי-כאנו מתייחסים  𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) -לוקטורים ב 

= 𝐶𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) = 𝐶(A)    מרחב העמודות של מטריצהA. 

= 𝑁𝑢𝑙𝑙(𝐴) = 𝑁(A)    מרחב האפס של מטריצהA. 

 

,A( מצא מטריצות 1 B :עבורן 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵)א.      = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵). 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵)ב.       = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) < 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵). 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵)ג.       < 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) ו- 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵) < 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵). 

 פתרון:

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)א.  = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵) = 𝑛 ⟸ 𝐴 = 𝐵 = 𝐼𝑛. 

1 ב. = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) < 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵) = 2 ⟸ 𝐴 = (
1 1
0 0

) , 𝐵 = 𝐼2. 

0ג.  = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵) < 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴), 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵) = 1 ⟸ 𝐴 = (
1 0
0 0

) , 𝐵 = (
0 0
0 1

). 

 

𝑛יהא ( 2 ≥ 0. הוכח שלכל  2 ≤ 𝑘 ≤ 𝑛    קיימות מטריצותA ∈ 𝔽𝑛×𝑛 :כך ש 

     𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵) = 𝑛ו ,- 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴 + 𝐵) = 𝑘. 

 פתרון:

A נגדיר:    = 𝐼𝑛 , 𝑅𝑖(𝐵) = {
𝑒𝑖

−𝑒𝑖
      

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘

אחרת
 (𝑒𝑖 .)איברי הבסיס הסטנדרטי 

𝑅𝑖(𝐴   אזי + 𝐵) = {
2𝑒𝑖

0̅
      

1 ≤ 𝑖 ≤ 𝑘

אחרת
 שורות לא מאופסות 𝑘, מטריצה מדורגת עם 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴ולכן   + 𝐵) = 𝑘. 

 

A( תהיינה 3 ∈ 𝔽𝑚×𝑛 ,B ∈ 𝔽𝑛×𝑚:הוכח . 

ABא.       = 𝑥קיים   ⟸  0 ∈ 𝔽𝑛  :כך שB𝐴x = 0. 

ABב.       = 𝐼𝑚  וגםB𝐴 = 𝐼𝑛 ⟸ 𝑚 = 𝑛. 



        (𝐼𝑛  היא מטריצת היחידה מסדרn × n) 

 פתרון:

,Aנניח  א. B ≠  )אחרת טריוויאלי(. 0

 AB =  עמודה(-)לפי כפל עמודה 0שנותן  Aיש צירוף לינארי לא טריוויאלי של עמודות  ⟸  0

⟸ת"ל, ולכן   Aעמודות  ⟸  rank(A) = dim(Cspan(A)) < n 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵𝐴) ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) < 𝑛  

 dim(𝑁𝑢𝑙𝑙(𝐵𝐴)) > 0 𝑥קיים  ⟸  ⟸ ∈ 𝔽𝑛  :כך שB𝐴x = 0. 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴)ב.  ≥ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴𝐵) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐼𝑚) = 𝑚אבל ב ,-A  יש𝑚 :שורות ולכן 

 , 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = dim(𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴)) ≤ 𝑚  אזי𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑚. 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) ≥ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐼𝑛) = 𝑛אבל ב ,-A  יש𝑛 :עמודות ולכן 

 , 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = dim(𝐶𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴)) ≤ 𝑛  אזי𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) = 𝑛. 

mבסה"כ:  = rank(A) = n. 

 

,Aתהיינה  (4 B ∈ 𝔽𝑚×𝑛:הוכח . 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴א.       + 𝐵) ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵). 

 ב. אם מתקיים שוויון בסעיף א' אזי:     

          Rspan(A) ∩ Rspan(B) = Cspan(A)  -ו  {0} ∩ Cspan(B) = {0}. 

 פתרון:

𝑖 :𝑅𝑖(𝐴לכל א.  + 𝐵) = 𝑅𝑖(𝐴) + 𝑅𝑖(𝐵) ⟸ 𝑅𝑖(𝐴 + 𝐵) ∈ 𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) + 𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐵) 

Rspan(A)סכום של מרחבים וקטורים(, ולכן:   + B) ⊆ 𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) + 𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐵). 

 הממדים:לפי משפט 

rank(A + B) = dim(Rspan(A + B)) ≤ dim(𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) + 𝑅𝑠𝑎𝑝𝑛(𝐵))

= dim(𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴)) + dim(𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐵)) − dim(𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) ∩ 𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐵))

≤ dim(𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴)) + dim(𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐵)) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵) 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴ב. נציב את השוויון   + 𝐵) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵) :במשוואה מסעיף א', ונקבל 

𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵) ≤ 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐵) − dim(𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) ∩ 𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐵)) 

dim(𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴)אזי:  ∩ 𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐵)) = 0 ⟸ Rspan(A) ∩ Rspan(B) = {0}. 

Cspan(A), נקבל: transpose-באופן דומה, או ע"י שימוש ב ∩ Cspan(B) = {0}. 

 



A( תהי 5 ∈ 𝔽𝑚×𝑛. 

ℝ𝑛  א. הוכח:     = 𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴)⨁𝑁𝑢𝑙𝑙(𝐴). 

 עבורו סעיף א' לא מתקיים. 𝔽ב. מצא שדה     

 פתרון:

𝑥. א ∈ 𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴)  ⟸   יש𝑏𝜖ℝ𝑚   ש כך- 𝑏𝑡𝐴 = 𝑥𝑡. 

    ⟸ 𝑥 ∈ 𝑁𝑢𝑙𝑙(𝐴)   𝐴𝑥 = 0̅. 

0:  כעת      = 𝑏𝑡(𝐴𝑥) = (𝑏𝑡𝐴)𝑥 = 𝑥𝑡𝑥 = 𝑥1
2 + ⋯ + 𝑥𝑛

2 ⟸    𝑥𝑖 = i 𝑥לכל   0 = 0̅ ←. 

𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) אזי      ∩ 𝑁𝑢𝑙𝑙(𝐴) = {0}. 

 לפי משפט הממדים ומשפט הדרגה:     

dim(𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) + 𝑁𝑢𝑙𝑙(𝐴)) = 𝑑𝑖𝑚𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) + 𝑑𝑖𝑚𝑁𝑢𝑙𝑙(𝐴) − 𝑑𝑖𝑚(𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) ∩ 𝑁𝑢𝑙𝑙(𝐴))

= 𝑑𝑖𝑚𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) + 𝑑𝑖𝑚𝑁𝑢𝑙𝑙(𝐴) = 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝐴) + 𝑑𝑖𝑚𝑁𝑢𝑙𝑙(𝐴) = 𝑛 

𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) אבל    + 𝑁𝑢𝑙𝑙(𝐴) ⊆ ℝ𝑛 ,ממד מ מרחב-תתn  ⟸ ℝ𝑛 = 𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴) + 𝑁𝑢𝑙𝑙(𝐴). 

ℝ𝑛  הגדרהאזי לפי     = 𝑅𝑠𝑝𝑎𝑛(𝐴)⨁𝑁𝑢𝑙𝑙(𝐴). 

𝔽 .ב  = ℂ  ,𝐴 = (1 𝑖). 


