
 (פתרון) 7 תרגיל בית -מבוא לטופולוגיה 
 

𝑋𝑋אם א'  .1 = ′𝑋𝑋אז  ∅ = {𝑝𝑝} .קשיר, מש''ל  
𝑋𝑋אם  ≠  :אז ∅

)1( ∅ ∈ 𝜏𝜏′ ו- 𝜏𝜏′ ∋ 𝑋𝑋′ = 𝑋𝑋 ∪ {𝑝𝑝} . 
⋃ יהי )2( 𝑈𝑈𝛼𝛼′𝛼𝛼 מ איחד  קבוצות פתוחות- 𝜏𝜏′  אם הן .

 . ′𝜏𝜏 -ד ריק ושייך לוכולם ריקות אזי האיח
𝑈𝑈    אם בתוכם יש קבוצה מסוג  ∪ {𝑝𝑝},𝑈𝑈 ∈ 𝜏𝜏 ∧ 𝑈𝑈 ≠ ∅  

    . ′𝜏𝜏 -ולכן שייך ל  תו סוגובעצמו מא אזי גם האיחרד
)3( 𝑈𝑈1′ ∩ …∩ 𝑈𝑈𝑛𝑛′  חות אחת מפקבוצה ריקה אם ל-𝑈𝑈𝑖𝑖′ 

 אינן ריקות אז כולן מסוג ′𝑈𝑈𝑖𝑖ריקה. אם כל הקבוצות 
   𝑈𝑈𝑖𝑖 ∪ {𝑝𝑝},𝑈𝑈𝑖𝑖 ∈ 𝜏𝜏 ∧ 𝑈𝑈𝑖𝑖 ≠  ולכן     ∅

𝑈𝑈1′ ∩ …∩ 𝑈𝑈𝑛𝑛′ = (𝑈𝑈1 ∩ …∩ 𝑈𝑈𝑛𝑛 ) ∪ {𝑝𝑝} ∈ 𝜏𝜏′     
 

,′U  גוכל זל ב' V′      מפתוחות- 𝜏𝜏′   ולא ריקות
𝑝𝑝  :מתקיים ∈ U′ ∩ V′ ≠ ,′𝑋𝑋).לכן   ∅ 𝜏𝜏′ ) קשיר ,
    מש''ל.

                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                                      
 𝑈𝑈,𝑉𝑉, אז קיימות קשירלא  𝐵𝐵 –בדרך השלילה  –יהי  .2

𝑈𝑈-כך ש פתוחות ∪ 𝑉𝑉 ⊇ 𝐵𝐵 ו-𝑈𝑈 ∩ 𝑉𝑉 ∩ 𝐵𝐵 =  -ו ∅
𝑈𝑈 ∩ 𝐵𝐵 ≠ 𝑉𝑉 -ו ∅ ∩ 𝐵𝐵 ≠ ∅  (*) 

𝑈𝑈  זיא ∪ 𝑉𝑉 ⊇ 𝐴𝐴  ו- 𝑈𝑈 ∩ 𝑉𝑉 ∩ 𝐴𝐴 = קשירות הבגלל ו  ∅
𝐴𝐴 :𝑈𝑈של  ∩ 𝐴𝐴 = 𝑉𝑉או   ∅ ∩ 𝐴𝐴 = ∅     *)(* 
𝑈𝑈     אזי ∩ 𝐴̅𝐴 = 𝑉𝑉או   ∅ ∩ 𝐴̅𝐴 = ∅    )*(** 



גם  אזו 𝐴̅𝐴 -מ נקודה ישנן 𝑉𝑉 -וגם ב 𝑈𝑈 -ב גם –כי אחרת  
 .*)(*-שסותר ל 𝐴𝐴 -מ
 (*) סותרות זו לזו. -**) ו*(אבל הטענות  
 

𝑓𝑓:𝑋𝑋יהיה  .3 → 𝑌𝑌 בין מ''ט  הומאומורפיזם𝑋𝑋 ו- 𝑌𝑌. 
קשיר  𝑌𝑌 גםונוכיח  מסילתיתקשיר  𝑋𝑋 -ונניח ש

 .מסילתית
𝑦𝑦0,𝑦𝑦1יהיו   הוכחה. ∈ 𝑌𝑌.  אם נתבונן בנקודותאזי 

 𝑥𝑥0 = 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦0), 𝑥𝑥1 = 𝑓𝑓−1(𝑦𝑦1) ∈ 𝑋𝑋  
:𝜑𝜑קיימת פונקציה  [0,1] → 𝑋𝑋  רציפה כך 

𝜑𝜑(0) -ש = 𝑥𝑥0 ו- 𝜑𝜑(1) = 𝑥𝑥1  ולכן 
𝑓𝑓�𝜑𝜑(0)� = 𝑓𝑓(𝑥𝑥0) = 𝑦𝑦0 ו- 𝑓𝑓�𝜑𝜑(1)� = 𝑓𝑓(𝑥𝑥1) = 𝑦𝑦1  

𝜓𝜓אם נסמן  = 𝑓𝑓 ∘ 𝜑𝜑  אז𝜓𝜓: [0,1] → 𝑌𝑌 תרציפה כהרכב 
𝜓𝜓(0) -רציפות וה = 𝑦𝑦0 ו- 𝜓𝜓(1) = 𝑦𝑦1  שמוכיח 
 ∎מסילתית.קשיר  𝑌𝑌 -ש

אותה ההוכחה רק צריך היא הוכחה בכיוון הפוך 
 .ולהפך 𝑓𝑓−1 -ל 𝑓𝑓 הלהחליף  פונקצי

 
כי אפשר להציג אותו כאיחוד של  אינו קשירהמרחב  א'  .4

 :לא נחתכותתוחות ופ קבוצות-שלוש תת

𝑿𝑿 = {(𝒙𝒙,𝒚𝒚) ∈ ℝ𝟐𝟐� 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 < 𝟏𝟏} ∪ 

          {(𝒙𝒙,𝒚𝒚) ∈ ℝ𝟐𝟐� 𝟏𝟏 < 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 < 𝟐𝟐} ∪ 
{(𝒙𝒙,𝒚𝒚) ∈ ℝ𝟐𝟐� 𝒙𝒙𝟐𝟐 + 𝒚𝒚𝟐𝟐 > 𝟐𝟐} 



 .מסילתיתהמרחב אינו קשיר  אזיו

              'ב

 
מעגלים  יחוץ משנ ℝ𝟑𝟑-מכיל את כל הנקודות מ 𝑋𝑋ב חמרה

𝑧𝑧במישור הנמצאים  = 𝑝𝑝0,𝑝𝑝1 אם נקח שתי נקודות  .0 ∈ 𝑋𝑋 
 פשריים:אמקרים  לושהשאז ישנם 

𝑧𝑧לפחות אחת מהנקודות לא נמצאת  במישור  )1( = . אז 0
די קטע ישר שלא יברור שאפשר לחבר את הנקודות על 

 חותך את המעגלים. 
𝑧𝑧שתי מהנקודות נמצאת במישור  )2( = אבל הקטע  0

 הישר בינהן לא חותך את המעגלים.
𝑧𝑧שתי מהנקודות נמצאת במישור  )3( = והקטע הישר  0

 מעגלים.בינהן חותך אחד או שניים מה

z 

𝑝𝑝1  

𝑝𝑝0  



אפשר להציג את הקטע שמקורס גאומטריה אנליטית ידוע 
ℝ𝟑𝟑 ⊇ [𝑝𝑝0,𝑝𝑝1]  פונקציה כתמונה של𝜑𝜑: [0,1] → ℝ𝟑𝟑 כך ש- 

𝜑𝜑(𝑡𝑡) = 𝑝𝑝0 + 𝑡𝑡𝑒𝑒 

𝜑𝜑(1) -ו = 𝑝𝑝0 + 𝑒𝑒 = 𝑝𝑝1קל לראות ש .- 𝜑𝜑.במקרים  רציפה
 זה מוכיח את הקשירות המסילתית. 1-2

 המאונך  𝑃𝑃צריך לקחת את המישור  3במקרה 
𝑧𝑧 למישור = . לאחר מכן צריך [𝑝𝑝0,𝑝𝑝1]ועובר דרך הקטע   0

 לשככך עקום אחר קשת של להישר החליף את הקטע ל
את המישור  כתחות יהורק בקצוות 𝑃𝑃במישור  תמוכל קשתה

𝑧𝑧 =  ראה .זה יכול להיות קשת של מעגל או של פרבולה(. 0
של המשוואה מ בלצריך לקבמקרה זה  𝜑𝜑 .)לעיל את הציור

 העקום.

ים מצאנו מסילה בין נקודות ואז הוכחנו בכל שלושת המקר
 .𝑋𝑋של  תיתלת מסיוקשיר

קבוצות -יהי המרחב סופי. אזי כל הקבוצה של תת  ⇒  .5
 מש''ל.  ,ת. אזי כל כיסוי פתוח שלו סופיושלו סופי

כל נקודון  דיסקרטיכיוון שהוא . קומפקטייהי המרחב  ⇐ 
{𝑥𝑥} ה. לכן האוסף של כל הנרודונים הוא חבו קבוצה פתו

של  -כיסוי-ות מכיל תתקומפקטית הוכיסוי פתוח. ובזכ
 .סופי. לכן המרחב סופי, מש''ל -  נרודונים

 



𝛼𝛼∈𝛬𝛬∩   -ש –בדרך השלילה  –נניח  א'  .6 𝐾𝐾𝛼𝛼 = .  אזי ∅

𝛼𝛼∈𝛬𝛬∪   לפי חוקי דה מורגן: 𝐾𝐾𝛼𝛼𝑐𝑐 = 𝑋𝑋   ז''א ,{𝐾𝐾𝛼𝛼𝑐𝑐}𝛼𝛼∈𝛬𝛬   

 .𝑋𝑋תוח של פ כיסוי -

,𝛼𝛼1,𝛼𝛼1קומפקטי אז קיימים  𝑋𝑋 -כיוון ש … ,𝛼𝛼𝑛𝑛  כך 
𝑖𝑖≤𝑛𝑛≥1∪ -ש 𝐾𝐾𝛼𝛼𝑖𝑖

𝑐𝑐 = 𝑋𝑋 (דה מורגן) 1∩. לכן≤𝑖𝑖≤𝑛𝑛 𝐾𝐾𝛼𝛼𝑖𝑖 = ∅ 
 וזה סתירה לתנאי של השאלה.

 
 .בלי הגבלת כיסוי פתוח של המרחב. {𝑈𝑈𝛼𝛼} יהי ב'

 -נניח לא ריקות.  𝑈𝑈𝛼𝛼הכלליות אפשר להניח שכל  
  כיסוי סופי.-לא מכיל שום תת כיסוישה –בדרך השלילה 

 𝑋𝑋 -שוות לולא  פיותוסהן כולן . 𝑈𝑈𝛼𝛼𝑐𝑐קבוצות -נתבונן בתת
𝛼𝛼∈𝛬𝛬∩  -ו ,)לא ריקות 𝑈𝑈𝛼𝛼-כי הנחנו ש( 𝑈𝑈𝛼𝛼𝑐𝑐 = ∅.   (*)   
𝑈𝑈𝛼𝛼1 מסוגסופי  ךום חיתשוו

𝑐𝑐 ∩ …∩ 𝑈𝑈𝛼𝛼𝑛𝑛
𝑐𝑐 אזי קיים  א ריק.ל

𝑚𝑚מספר מינימלי  ∈ ℕ  חיתוכים הבכל   איבריםה מספריבין
𝑈𝑈𝛼𝛼1אם  הסופיים.

𝑐𝑐 ∩ …∩ 𝑈𝑈𝛼𝛼𝑘𝑘
𝑐𝑐 לימכ 𝑚𝑚 כל תתלאז  איברים-

𝑈𝑈𝛼𝛼𝑘𝑘+1קבוצה 
𝑐𝑐  נוספת גם𝑈𝑈𝛼𝛼1

𝑐𝑐 ∩ …∩ 𝑈𝑈𝛼𝛼𝑘𝑘
𝑐𝑐 ∩ 𝑈𝑈𝛼𝛼𝑘𝑘+1

𝑐𝑐 
𝑈𝑈𝛼𝛼𝑘𝑘+1קבוצה -כל תת, ז''א איברים 𝑚𝑚 לימכ

𝑐𝑐 כבר  נוספת
𝑈𝑈𝛼𝛼1-מוכלת ב

𝑐𝑐 ∩ …∩ 𝑈𝑈𝛼𝛼𝑘𝑘
𝑐𝑐 ומזה נובע ש- 

∩𝛼𝛼∈𝛬𝛬 𝑈𝑈𝛼𝛼𝑐𝑐 = 𝑈𝑈𝛼𝛼1
𝑐𝑐 ∩ …∩ 𝑈𝑈𝛼𝛼𝑘𝑘

𝑐𝑐 ≠ ∅ 

 .(*)-תר לושס
 
 



 כיסוי פתוח של המרחב. נבחר  {𝑈𝑈𝛼𝛼}הי י .7
𝑈𝑈𝛼𝛼0כלשהי.  אם  𝑈𝑈𝛼𝛼0קבוצה -ממנו תת = 𝑋𝑋   הכל

 .חכהו
𝐹𝐹-אחרת נתבונן ב = 𝑈𝑈𝛼𝛼0

𝑐𝑐 .ברור ש- {𝑈𝑈𝛼𝛼}  מכסה גם
קבוצה סגורה  𝐹𝐹(ההרצאה) . אבל  𝐹𝐹מרחב -תאת ת
לכן . מרחב)-(כתת  תקומפקטי –לפי התנאי  - ולכן 

,𝛼𝛼1,𝛼𝛼2קיימים  … ,𝛼𝛼𝑛𝑛  כך 
𝑈𝑈𝛼𝛼1-ש ∪ 𝑈𝑈𝛼𝛼2 ∪ …∪ 𝑈𝑈𝛼𝛼𝑛𝑛 ⊇ 𝐹𝐹  :ואז 

𝑈𝑈𝛼𝛼1 ∪ 𝑈𝑈𝛼𝛼2 ∪ …∪ 𝑈𝑈𝛼𝛼𝑛𝑛 ∪ 𝑈𝑈𝛼𝛼0 ⊇ 𝐹𝐹 ∪ 𝑈𝑈𝛼𝛼0 = 𝑋𝑋 
𝑈𝑈𝛼𝛼1זאת אומרת  ,𝑈𝑈𝛼𝛼2 , … ,𝑈𝑈𝛼𝛼𝑛𝑛 ,𝑈𝑈𝛼𝛼0 כיסוי סופי ו-תת-

 𝑋𝑋 מש''ל.קומפקטי , 


