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 אינטגרלים לא אמיתיים. 
 

 . הגדרות ודוגמאות ראשונות.1
 

)האינטגרל  :1הגדרה  )
b

a
f x dx :נקרא אינטגרל לא אמיתי אם אחד התנאים הבאים מתקיימים 

גבול  f-ובנקודה הזאת יש ל b-ל aבין  f רציפות של-קיימת לפחות נקודת אי .1

 )אפילו חד צדדי( אין סופי.
 לפחות אחד מגבולות האינטגרציה הוא אינסופי. .2
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רציפה על הקטע  fנניח שהפונקציה  :2הגדרה  ,a b אבל אינה רציפה משמאל ב-b:אזי , 
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 בתנאי שהגבול הזה קיים.
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 תי הנתון מתבדר.האינטגרל הלא אמי 
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הנתונה רציפה על הקטע  1,2 

. נגדיר 2-רציפה משמאל ב-אבל אי
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IIטגרל הלא אמיתי הנתון מתכנס.. האינ 

 

רציפה על הקטע  fנניח שהפונקציה  :3הגדרה  ,a b אבל אינה רציפה מימין  ב-a:אזי , 

( ) lim ( )
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f x dx f x dx





  

נטגרל הלא אמיתי מתכנס. אחרת בתנאי שהגבול הזה קיים. אם הגבול קיים והוא סופי, אומרים שהאי
 )מה זאת אומרת?( הוא מתבדר.
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נחשב את  דוגמא:
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0
lnI x x dx  הפונקציה .: lnf x x x  הנתונה רציפה על הקטע 0,1 
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,נתונים שלושה מספרים ממשיים  :4הגדרה  ,a b c כך ש- a c b נניח שהפונקציה .f  רציפה על

   , ,a c c b ושב-c הפונקציהf רציפה. אזי:-אי 
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 בתנאי ששני הגבולות קיימים.

)אם  )
b

a
f x dx  קיים ואם הוא סופי, אומרים שהאינטגרל הלא אמיתי מתכנס. אחרת )מה זאת

 אומרת?( הוא מתבדר.
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רציפה על הקרן  fנניח שהפונקציה :5הגדרה  ,a :אזי . 

( ) lim ( )
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f x dx f x dx







  

בתנאי שהגבול הזה קיים. אם הגבול קיים ואם הוא סופי, אומרים שהאינטגרל הלא אמיתי מתכנס. 

 אחרת )מה זאת אומרת?( הוא מתבדר.
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רציפה על הקרן  fנניח שהפונקציה :6הגדרה  ,b:אזי . 
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 בתנאי שהגבול הזה קיים.
 

נחשב את  דוגמא:
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רציפה על  fנניח שהפונקציה :7הגדרה  ,   :כולו. אזי 
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 בתנאי ששני הגבולות קיימים.
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אם הגבול )הגבולות( המגדיר )המגדירים( את האינטגרל הלא אמיתי קיים וסופי )קיימים  :8הגדרה 

רת?( האינטגרל הלא אמיתי וסופיים(, אומרים שהאינטגרל הלא אמיתי מתכנס. אחרת )מה זאת אומ
 מתבדר.

 
הוא נתון על  –האינטגרל הלא אמיתי מתבדר אם הוא אינסופי או אם הוא לא מוגדר )דהיינו  הערה:

 ידי גבול שאיננו קיים(.
 

 דוגמאות:
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0bלכל מספר ממשי  .3  מתקיים ,
0

sin 1 cos
b

xdx b לביטוי הזה אין גבול ב .-  .

לכן האינטגרל הלא אמיתי 
0

sin xdx


 .מתבדר 

 

האינטגרל  :1טענה 
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   1מתכנס אם ורק אםp . 

 

יהי  הוכחה:
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. ז"א שהאינטגרל הלא אמיתי הזה 

 מתכנס.

pאם   אזי ,



p1lim 


 והאינטגרל הלא אמיתי הזה מתבדר. 

 
 
 

לחשב את כל הפונקציות הקדומות של  .1
1

:
ln ln(ln )

f x
x x x

. 

האם האינטגרל  .2
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ln ln(ln )x x x



 מתבדר? נמק את תשובתך. מתכנס או 

 
 פיתרון:

הוא:  fתחום ההגדרה של הפונקציה .1
0

ln

x

x o





זאת אומרת   1,fD  . 

על הקרן  1, הפונקציהf  יש לה רציפה )הוכח את זה ע"פ משפטים קלאסיים!(, לכן

את אחת הפונקציות האלה. כדי לחשב אותן, נשתמש בשיטת  F-פונקציות קדומות. נסמן ב
 ההצבה:

ln(lnנציב:  )t x לכן .

1

ln ln

dxxdt dx
x x x

 :מזה נובע . 
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ln ln(ln ) ln(ln )
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dx dtx xF x t c x c
x x x x t

          

 

0C -בלי הגבלת כלליות, אפשר להניח בשאלה הנתונה ש .2  ההתכנסות של האינטגרל .

)עבור   -הנתון שקולה לקיום גבול סופי ב )F x. 

limאבל  ln
x

x


 , 

limלכן  ln(ln )
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 , 

ומכאן  lim ln ln(ln )
x

x
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 לכן האינטגרל הנתון מתבדר.

 
 
 
 

 תרגיל פתור
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 . קריטריונים להתכנסות או להתבדרות2
 

אמיתיים, -שתי הטענות הבאות נותנות לנו קריטריונים להתכנסות ו/או להתבדרות של אינטגרלים לא

 אבל לא מאפשרות לנו לחשב את הערך ה"מספרי" של אינטגרל מתכנס.

 )קריטריון ההשוואה(: 1משפט 

רציפות על  g-ו fנתונות שתי פונקציות ,a   כך שלכל 0 ( ) ( ) , ,f x g x x a     . 

)אם  .1 )
a

g x dx


  מתכנס, אז( )
a

f x dx


 .מתכנס 

)אם  .2 )
a

f x dx


  מתבדר, אז( )
a

g x dx


 .מתבדר 

 

נתון שלכל הוכחה: 0 ( ) ( ) , ,f x g x x a        0לכל ( ) ( ) ,
a

f x dx g x dx a
 




      

)והפונקציה  )
a

f x dx


   היא פונקציה עולה של המשתנהעל פי משפט הסנדביץ', אם ל .- 

( )
a

g x dx


  גבול סופי כאשר אזי גם ל ,( )
a

f x dx


  גבול סופי כאשר הסעיף .

 השני מוכח בצורה דומה. נשאיר את ההוכחה לקורא.

 

 דוגמאות:
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 .)מתבדר )על פי הטענה הנ"ל 

בעצם, ניתן להגיע לאותן התוצאות בדרך ישרה, בלי קריטריון ההשוואה. קריטריון אחר, מאוד 

 שימושי, הוא קריטריון המנה שנביא כאן ללא הוכחה:

 

חיוביות רציפות על  g-ו fונות שתי פונקציות נת )קריטריון המנה(: 2משפט  ,a  נניח .
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