
21 תרגיל בית -מבוא לטופולוגיה   
 )פתרון(

 

𝑋𝑋טופולוגיה על את ה 𝜏𝜏𝑑𝑑 -נסמן ב .1 × 𝑌𝑌  המושרת
 .𝑑𝑑מטריקה על ידי ה

,𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥 -ב נסמן 𝑟𝑟),𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦, 𝑠𝑠)  כדורים פתוחים
𝑑𝑑𝑋𝑋במטריקות   ,𝑑𝑑𝑌𝑌 בהתאם.  

𝑋𝑋 -קבוצות הבא ב-באוספ תת נתבונן × 𝑌𝑌: 
 𝓑𝓑 = {𝑩𝑩𝑿𝑿(𝒙𝒙, 𝒓𝒓) × 𝑩𝑩𝒀𝒀(𝒚𝒚, 𝒔𝒔)| 𝒙𝒙 ∈ 𝑿𝑿,𝒚𝒚 ∈ 𝒀𝒀; 𝒓𝒓, 𝒔𝒔 ∈ ℝ  } 
 .𝜏𝜏𝑑𝑑-ו ×𝜏𝜏בסיס לטופולוגיות   ℬ -מספיק להוכיח ש 
 𝜏𝜏×.  יהי(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈  𝑋𝑋 × 𝑌𝑌.  אזי𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥, 𝑟𝑟)  פתוח

,𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦-ו (𝑋𝑋,𝑑𝑑𝑋𝑋)במרחב  𝑠𝑠)  פתוח במרחב
(𝑌𝑌,𝑑𝑑𝑌𝑌) לכו .𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥, 𝑟𝑟) × 𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦, 𝑠𝑠) שייך ל-𝜏𝜏× לפי .

, ×𝜏𝜏בסיס של  - ℬ ,אחת מהגדרות של בסיס
 מש''ל.

𝜏𝜏𝑑𝑑.  יהי(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈  𝑋𝑋 × 𝑌𝑌 אזי . 

 𝐵𝐵𝑑𝑑 �(𝑥𝑥,𝑦𝑦), min
 

{𝑟𝑟, 𝑠𝑠}� ⊆ 𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥, 𝑟𝑟) × 𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦, 𝑠𝑠) .

,𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥לכן כל איבר   𝑟𝑟) × 𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦, 𝑠𝑠) מ- ℬפתוח ב-𝜏𝜏𝑑𝑑.  
𝜏𝜏𝑑𝑑ם א חוץ מזה, ∋ 𝑈𝑈 ∋ (𝑥𝑥, 𝑦𝑦)אז קיים ,  𝑅𝑅 >  כך  0

�𝐵𝐵𝑑𝑑�(𝑥𝑥,𝑦𝑦),𝑅𝑅-ש ⊆ 𝑈𝑈.  



 אבל
𝐵𝐵𝑑𝑑�(𝑥𝑥,𝑦𝑦),𝑅𝑅� = 𝐵𝐵𝑋𝑋(𝑥𝑥,𝑅𝑅) × 𝐵𝐵𝑌𝑌(𝑦𝑦,𝑅𝑅) ∈ ℬ 

 מש''ל. תה ההגדרה,ולפי א 𝜏𝜏𝑑𝑑בסיס של  ℬכן ל
 

𝜌𝜌:𝑋𝑋1יהי  .2 ⊔ 𝑋𝑋2 → 𝑋𝑋/~  נה מהעתקת, 
:𝜌𝜌כלומר  𝑧𝑧 ↦ [𝑧𝑧]~    לכל𝑧𝑧 ∈ 𝑋𝑋1 ⊔ 𝑋𝑋2 . 

0יהיו ו ∈  𝑈𝑈1,𝑈𝑈2 ⊆ 𝑋𝑋/~  ו-𝑜𝑜1 ∈ 𝑋𝑋1, 𝑜𝑜2 ∈ 𝑋𝑋2  
 .0ההעתקים של 

{𝑜𝑜1}אזי   ∪ {𝑜𝑜2} = 𝜌𝜌−1({0}) ⊆ 𝜌𝜌−1(𝑈𝑈1)  
{𝑜𝑜1}    -ו ∪ {𝑜𝑜2} = 𝜌𝜌−1({0}) ⊆ 𝜌𝜌−1(𝑈𝑈2)   . 
 𝜌𝜌  רציפה לכן𝜌𝜌−1(𝑈𝑈1),𝜌𝜌−1(𝑈𝑈2) –  פתוחות

 בפרטבטופולוגיה של איחוד זר. מזה נובע 
𝜌𝜌−1(𝑈𝑈1)-ש = 𝑉𝑉1 ⊔𝑊𝑊1  כאשר𝑉𝑉1  בפתוחה-𝑋𝑋1 
𝑉𝑉1 {𝑜𝑜1}  חוץ מזה. 𝑋𝑋2-פתוחה ב 𝑊𝑊1 -ו  . מכיוון ⊇

𝑜𝑜1 -ש  = 𝑋𝑋1-ו 0 = ℝ קיים ,𝛿𝛿1 >  כך  0
,𝛿𝛿1−)-ש 𝛿𝛿1) ⊆ 𝜌𝜌−1(𝑈𝑈1) ∩ 𝑋𝑋1. 

𝛿𝛿2קיים בדיוק באותה לוגיקה  >  כך  0
,𝛿𝛿2−)-ש 𝛿𝛿2) ⊆ 𝜌𝜌−1(𝑈𝑈2) ∩ 𝑋𝑋2.  

𝛿𝛿אם נסמן  ≔ min {𝛿𝛿1, 𝛿𝛿2 }   נקבל: 
(−𝛿𝛿, 0) ⊆ 𝜌𝜌−1(𝑈𝑈1) ∩ 𝑋𝑋1 
(−𝛿𝛿, 0) ⊆ 𝜌𝜌−1(𝑈𝑈2) ∩ 𝑋𝑋2 



האלה מתכוונים  כלותהמ יתשחשוב להדגיש שב
 !(𝜹𝜹,𝟎𝟎−)ע טהקשל   הלא נחתכיםים העתקהני של

 :)𝑋𝑋מרחב לכבר (  נבטא את זה בסימון ונרשום
(−𝛿𝛿, 0)1 ⊆ 𝜌𝜌−1(𝑈𝑈1)   
(−𝛿𝛿, 0)2 ⊆ 𝜌𝜌−1(𝑈𝑈2)   

שני של  - 𝜌𝜌 פונקציה ה של -ח תמונות קאם נ
 ~/𝑋𝑋במרחב  בל ק, אז נהאלה כלותהב האגפים

 : ~לפי הגדרת 
𝜌𝜌((−𝛿𝛿, 0)1) = 𝜌𝜌((−𝛿𝛿, 0)2) ⊆ 𝑈𝑈1 ∩ 𝑈𝑈2   

𝑈𝑈1 לכן ∩ 𝑈𝑈2 ≠  , מש''ל.∅
 
𝑓𝑓:𝑋𝑋יהיו  .3 → 𝑌𝑌 ו- 𝑔𝑔:𝑌𝑌 → 𝑍𝑍 ת מנה.והעתק  

ℎנסמן:  = 𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓.  
ת העתק ℎ, גם פותירצ העתקות על 𝑓𝑓,𝑔𝑔 -מכיוון ש

  .)כהרכבהה (פירצ על
-תתעבור פתוחה  ℎ−1(𝑊𝑊)נותר להוכיח שאם 

 .פתוחה 𝑊𝑊, אז גם כולשהי 𝑍𝑍של  𝑊𝑊קבוצה 
𝑊𝑊יהי  ⊆ 𝑍𝑍  כך ש- ℎ−1(𝑊𝑊)  :פתוחה. אזי 

 (𝑔𝑔 ∘ 𝑓𝑓)−1(𝑊𝑊) = 𝑓𝑓−1(𝑔𝑔−1(𝑊𝑊))  פתוחה  
העתקת  𝑓𝑓כי  פתוחה 𝑔𝑔−1(𝑊𝑊)לכן . רציפה ℎ  כי

 ,העתקת מנהגם  𝑔𝑔 -מכיוון שמנה. 
 𝑊𝑊 ל.'', משפתוחה 
 



 
𝐹𝐹יהי  .4 ⊆ 𝑋𝑋 צה סגורה. אזי קבו-תת𝐹𝐹 מרחב -תת

 . מכיוון קומפקטימרחב -תתגם  𝑓𝑓(𝐹𝐹)אז  .קומפקטי
הכחנו סגורה. אז  𝑓𝑓(𝐹𝐹), דורףסהאומרחב  𝑌𝑌 -ש
סגורה. מכיוון שהיא גם רציפה ועל, היא  𝑓𝑓 -ש

 .)ההרצאה( העתקת מנה
 
𝜌𝜌:ℝ2יהי  א' .5 → ℝ2/~  נה מהעתקת, 

:𝜌𝜌כלומר  (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ↦ [(𝑥𝑥,𝑦𝑦)]~    לכל(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ ℝ2 .
𝑓𝑓:ℝ2 נגדיר →  כך   (∞,0]

�𝑓𝑓�(𝑥𝑥,𝑦𝑦)-ש = max
 

{|𝑥𝑥|, |𝑦𝑦|}.  מזה ברור ש-

𝑓𝑓�(𝑥𝑥,𝑦𝑦)� = 𝑑𝑑𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎((𝑥𝑥, 𝑦𝑦), . הוכחנו כמה  ((0,0)
פונקציה  - כמו כל מטריקה  - 𝑑𝑑𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎 -פעמים ש

 רציפה . קל לראות גם שהיא על. 𝑓𝑓, אזי רציפה 
 :מקבלים ~יחס של ו  𝑓𝑓 של  לפי הגדרות

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)~(𝑢𝑢, 𝑣𝑣) ⇔ 𝑓𝑓�(𝑥𝑥,𝑦𝑦)� = 𝑓𝑓((𝑢𝑢, 𝑣𝑣)) 
~/𝜑𝜑:ℝ2אם נגדיר אזי  → [0,∞)  

:𝜑𝜑 -כך ש [(𝑥𝑥,𝑦𝑦)] ↦ 𝑓𝑓�(𝑥𝑥, 𝑦𝑦)�  , אז𝜑𝜑  תהיה 
𝑓𝑓-ר גם שובר חח''ע ועל. = 𝜑𝜑 ∘ 𝜌𝜌  לפי משפט .

 רציפה. 𝑓𝑓רציפה כי  𝜑𝜑 -מההרצאה 
:𝑔𝑔פונקציה  עכשיונגדיר  [0,∞) → ℝ2  כך 

𝑔𝑔(𝑥𝑥)-ש = (𝑥𝑥,  .רציפה 𝑔𝑔 -קל לבדוק ש. (0



𝜑𝜑 עכשיו:  ∘ 𝜌𝜌 ∘ 𝑔𝑔 = 𝐼𝐼𝑑𝑑[0,∞) לכןו 𝜌𝜌 ∘ 𝑔𝑔 = 𝜑𝜑−1. 
  𝜑𝜑לכן  חח''ע ועל. רציפה ו 𝜑𝜑−1אזי גם 

 מאומורפיזם.וה
~/ℝ2התשובה סופית:  ≅ [0,∞). 

 
 :נחליף א'בסעיף  אם  'ב
 ,ℝ מרחב ל (∞,0] מרחב  -
�𝑓𝑓�(𝑥𝑥,𝑦𝑦) הגדרהה - = 𝑑𝑑𝑚𝑚𝑎𝑎𝑎𝑎((𝑥𝑥, 𝑦𝑦), (0,0)) 

�𝑓𝑓�(𝑥𝑥,𝑦𝑦)   הגדרה     ל = 𝑥𝑥 + 𝑦𝑦,  
~/ℝ2 -אז נקבל הוכחה ש ≅ ℝ 

 
 𝑊𝑊 -ו 𝑌𝑌-פתוחה ב 𝑋𝑋 ,𝑉𝑉-פתוחה ב 𝑈𝑈אם  .6

𝑝𝑝(𝑈𝑈אזי  ,𝑍𝑍 -פתוחה ב × 𝑉𝑉 × 𝑊𝑊) = 𝑈𝑈 × 𝑊𝑊 
𝑋𝑋 -ב פתוחה  × 𝑍𝑍, ו-  𝑝𝑝−1(𝑈𝑈 × 𝑊𝑊)  פתוחה 

𝑋𝑋 -ב × 𝑌𝑌 × 𝑍𝑍.  לפי הגדרת טופולוגית המכפלה
 זה ,לגבי בסיס כמה משפטים מההרצאותלפי ו

ברור  חה.ורציפה ופתפונקציה  𝑝𝑝 -מוכיח ש
  )ההרצאהמספיק (השהיא גם על. מהתנאי 

    .העתקת מנה 𝑝𝑝 -נובע ש


