
 (פתרון) 3תרגיל בית  -ה ימבוא לטופולוג     
 

,1�את הסדרה  𝜎𝜎𝑘𝑘 -נסמן ב .1 1
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, … 1
𝑘𝑘

, 0,0, … הראשונים  𝒌𝒌-כל האיברים חוץ מ- �

,1�את הסדרה  𝑠𝑠 -בנסמן אפסיים.  1
2

, 1
3

, … 1
𝑛𝑛

, … � = (𝑠𝑠𝑛𝑛)𝑛𝑛∈ℕ  

𝑠𝑠𝑛𝑛  ,זאת אומרת( = 1
𝑛𝑛

( . 

1אז 
𝑘𝑘

= sup
 

(0, … ,0, 1
𝑘𝑘

, 1
𝑘𝑘+1

, … )) = 𝑑𝑑(𝜎𝜎𝑘𝑘, 𝑠𝑠)  , )𝑘𝑘 − 1אפסים לפני  1
𝑘𝑘

 .( 

,𝑑𝑑(𝜎𝜎𝑘𝑘 אזי  𝑠𝑠) = 1
𝑘𝑘
→ 𝑘𝑘כאשר   0 → 𝜎𝜎𝑘𝑘ולכן   ∞ → 𝑠𝑠 .  אבל𝜎𝜎𝑘𝑘 ∈ 𝐹𝐹, 𝑠𝑠 ∉ 𝐹𝐹  לפי
 לא סגורה .  𝐹𝐹   ⇐  הגדרתם.

. 
מת קייבמרחב . לכן ה)דרגההלפי (נסת כבמרחב מטרי שלם כל סדרת קושי מת  .2

𝑥𝑥𝑛𝑛 -כך ש  𝑥𝑥  נקודה → 𝑥𝑥 . תהי  𝑈𝑈    סביבה פתוחה של𝑥𝑥  אזי קיים מספר טבעי  .
𝑛𝑛0 כל האיברים כך ש𝑥𝑥𝑛𝑛 םמספרש   𝑛𝑛0 ≤ 𝑛𝑛 מוכלים ב-𝑈𝑈 .  אבל כל האיברים𝑥𝑥𝑛𝑛 

𝑈𝑈שונים ולכן הקבוצה   ⊇ {𝑥𝑥𝑛𝑛 | 𝑛𝑛 ≥ 𝑛𝑛0} ה מוכיח שאינסופית וז- 𝑥𝑥  נקודת היא
 .𝐴𝐴הצטברות של 

 
𝐴𝐴1נגדיר  .3 ∪ 𝐴𝐴2 ∪ 𝐴𝐴3 = 𝐴𝐴 :כאשר 

𝐴𝐴1 = {1 +
1
2 , 1 +

1
3 , … ,1 +

1
𝑛𝑛 , … } 

 

𝐴𝐴2 = {2 +
1
2 , 2 +

1
3 , … ,2 +

1
𝑛𝑛 , … } 

 

𝐴𝐴3 = {3 +
1
2 , 3 +

1
3 , … ,3 +

1
𝑛𝑛 , … } 

𝑖𝑖   לכלנוכיח ש .3.1 = 1,2,3    ,𝑖𝑖  של  נקודת הצטברותהיא𝐴𝐴  ב-ℝ . 
𝑖𝑖�הסדרה  כמו איברים של 𝐴𝐴𝑖𝑖 באיברים  של  תבונןנהוכחה ל + 1

𝑛𝑛+1
�
𝑛𝑛∈ℕ

. 

   -ברור ש
1  )א(

𝑛𝑛+1
→ 𝑛𝑛כאשר  0 → lim :ולכן ∞

𝑛𝑛→∞
𝑖𝑖 + 1

𝑛𝑛+1
= 𝑖𝑖 . 

 שונים.  𝐴𝐴כל האיברים של   )ב(



𝜀𝜀  ל לכש זה אומר > 𝑖𝑖ל לכו 0 = ,𝐵𝐵(𝑖𝑖הכדור  1,2,3 𝜀𝜀)   מכיל קבוצה אינסופית של
𝐴𝐴 -איברים מ ⊇ 𝐴𝐴𝑖𝑖  .𝐴𝐴של  נקודת הצטברותהיא  𝑖𝑖ולכן   

  .𝐴𝐴של   אחרות ת הצטברותונקודאין  ℝ-בנוכיח ש .3.2
𝑥𝑥אם . הוכחה ≠ 𝑟𝑟אז   1,2,3 = 𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚𝑚 {|𝑥𝑥 − 1|, |𝑥𝑥 − 2|, |𝑥𝑥 − 3|} > 0. 

,𝐵𝐵(𝑖𝑖 -(א) נובע ש -מ 𝑟𝑟
2
 תסופי קבוצה  למעט 𝐴𝐴𝑖𝑖מכיל את כל הנקודות של   (

 𝐴𝐴𝑖𝑖 ∩ 𝐵𝐵 �𝑖𝑖,
𝑟𝑟
2
�
𝑐𝑐

𝐵𝐵 :שוויון המשולש-מאי .  �𝑖𝑖, 𝑟𝑟
2
� ∩ 𝐵𝐵 �𝑥𝑥, 𝑟𝑟

2
� = 𝑖𝑖לכל  ∅ = 1,2,3 

𝐵𝐵לכן ו ) 𝑟𝑟(לפי ההגדרה של  �𝑖𝑖, 𝑟𝑟
2
�
𝑐𝑐
⊇ 𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑟𝑟

2
,𝐵𝐵(𝑥𝑥. אזי הכדור   ( 𝑟𝑟

2
מכיל לא יותר  (

,𝐵𝐵(𝑥𝑥 לכן .𝐴𝐴𝑖𝑖קבוצה  כל מנקודות ממספר סופי של  𝑟𝑟
2
יותר ממספר סופי מכיל לא  (

𝐴𝐴 -מנקודות של  = 𝐴𝐴1 ∪ 𝐴𝐴2 ∪ 𝐴𝐴3. אז 𝑥𝑥  נקודת הצטברות של היא לא𝐴𝐴. 
 

𝑥𝑥כל נקודה לכי  ,לא א'  .4 ∈ 𝑀𝑀  הכדור𝐵𝐵(𝑥𝑥, 1
2
ולכן  עצמה 𝑥𝑥את   –מכיל רק נקודה אחת  (

 .נקודות הצטברותהיא לא 
𝑥𝑥כל נקודה    .ב' ∈ ℝ   נקודת הצטברותהיא. 

𝜀𝜀יהי . הוכחה > 1  -ש ךכ  𝑛𝑛. אזי קיים 0
2𝑛𝑛

< 𝜀𝜀 תונקודשתי לפחות . לכן  

𝑘𝑘מסוג 
2𝑛𝑛

 , ℤ ∋ 𝑘𝑘ת לו, שייכ- (𝑥𝑥 − 𝜀𝜀, 𝑥𝑥 + 𝜀𝜀)  ,כי אחרת:  

𝑘𝑘קיים אם אין נקודות כאלה אז     ∈ ℤ  כך ש-  𝑘𝑘
2𝑛𝑛
≤ 𝑥𝑥 − 𝜀𝜀 <  𝑥𝑥 + 𝜀𝜀 ≤ 𝑘𝑘+1

2𝑛𝑛
 

2𝜀𝜀 -ו     ≤ 1
2𝑛𝑛

 ,סתירה, 

𝑚𝑚 ,אחתכזאת  נקודהאם ישנה רק ו    
2𝑛𝑛

𝑚𝑚−1 אז, 
2𝑛𝑛

≤ 𝑥𝑥 − 𝜀𝜀 <  𝑥𝑥 + 𝜀𝜀 ≤ 𝑚𝑚+1
2𝑛𝑛

  

2𝜀𝜀 -ו ≤ 2
2𝑛𝑛

 .סתירהגם , 

ℚ  𝑘𝑘-ו 𝑥𝑥 -אחת משתי הנקודות שונה מ אבל
2𝑛𝑛
 ℚ נקודת הצטברות שלהיא  𝑥𝑥לכן  .∋

 פי ההגדרה.ל
 

𝑎𝑎יהי א'  .5 ∈ 𝑀𝑀 ו- 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑎𝑎  כאשר𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝐴𝐴′ . נוכיח ש- 𝑎𝑎 ∈ 𝐴𝐴′ . 

′A-נקודות מ מכילה 𝑈𝑈. אזי 𝑎𝑎סביבה פתוחה של   𝑈𝑈תהי  ⊇ {𝑥𝑥𝑛𝑛} אם נקח אחת .
𝑏𝑏   מהן  = 𝑥𝑥𝑛𝑛0   אז𝑈𝑈   היא גם סביבה פתוחה של𝑏𝑏  ולכן מכילה קבוצה אינסופית

𝑎𝑎. אז Aודות של קנ ∈ 𝐴𝐴′.מצ''ל , 

′𝐴𝐴) -נוכיח שב'  ∪  𝐴𝐴)𝑐𝑐  פתחה. יהי𝑥𝑥 ∈ (𝐴𝐴′ ∪  𝐴𝐴)𝑐𝑐 .  שלא קיימת  )בשלילה(נניח
′𝐴𝐴) -המוכלת ב  𝑥𝑥סביבה פתוחה של  ∪  𝐴𝐴)𝑐𝑐 . 

 



𝑥𝑥𝑛𝑛סדרה  אינדוקטיביבאופן נבנה  ∈ 𝐴𝐴  וסדרת כדרים𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑟𝑟𝑛𝑛) כך ש- 

i. 𝑟𝑟𝑛𝑛 ≤
1
𝑛𝑛

 
ii. 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑟𝑟𝑛𝑛)  
iii. 𝑥𝑥𝑛𝑛 ∉ {𝑥𝑥1, … . 𝑥𝑥𝑛𝑛−1}   אם𝑛𝑛 > 1. 

𝑟𝑟1אם נגדיר . אינדוקציההבסיס  = 𝑦𝑦 קייםאז  1 ∈ 𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑟𝑟1) ∩ (𝐴𝐴′ ∪  𝐴𝐴)  לפי
𝑦𝑦אם  . ההנחה ∈ 𝐴𝐴  אז נגדיר𝑥𝑥1 = 𝑦𝑦.  אם𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴′ − 𝐴𝐴 קיים קיים   אז𝑥𝑥1 ∈

𝐵𝐵(𝑥𝑥, 1) ∩ 𝐴𝐴  כי𝑦𝑦  נקודת הצטברות של𝐴𝐴. 
,𝑥𝑥1נניח בנינו :   .אינדוקציהה צעד … 𝑥𝑥𝑛𝑛  ו- 𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑟𝑟1), … ,𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑟𝑟𝑛𝑛)  כך שמתקימים

𝑟𝑟𝑛𝑛נגדיר אם  .i, ii, iiiהתנאים  = min{ 1
𝑛𝑛+1

,𝑑𝑑(𝑥𝑥1, 𝑥𝑥), … ,𝑑𝑑(𝑥𝑥𝑛𝑛, 𝑥𝑥)}  קייםאז 𝑦𝑦 ∈
𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑟𝑟𝑛𝑛+1) ∩ (𝐴𝐴′ ∪  𝐴𝐴) אם  לפי ההנחה .𝑦𝑦 ∈ 𝐴𝐴  אז נגדיר𝑥𝑥𝑛𝑛+1 = 𝑦𝑦.  

𝑦𝑦אם  ∈ 𝐴𝐴′ − 𝐴𝐴 קיים קיים   אז𝑥𝑥𝑛𝑛+1 ∈ 𝐵𝐵(𝑥𝑥, 𝑟𝑟𝑛𝑛+1) ∩ 𝐴𝐴  כי𝑦𝑦  נקודת הצטברות 
 . 𝑟𝑟𝑛𝑛ים לפי הגדרת ממתקי) i( -ו) iii(התנאים  .)iiוזה מקיים את ( 𝐴𝐴של 

 

𝑥𝑥𝑛𝑛-ברור ש מהבניה  ∈ 𝐴𝐴  שונות  ו- . 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑥𝑥 לכן ⇐ 𝑥𝑥 ∈ 𝐴𝐴′ סתירה  
𝑥𝑥תנאי ל ∈ (𝐴𝐴′ ∪  𝐴𝐴)𝑐𝑐. 
 

′𝐴𝐴. ⇐  ג' ⊆ 𝐴𝐴 ⇐ 𝐴𝐴 = 𝐴𝐴′ ∪  𝐴𝐴 רה לפי ב'.וסג 

⇒. 𝑏𝑏 ∈ 𝐴𝐴′⇐  קיימת סדרה𝑥𝑥𝑛𝑛 ∈ 𝐴𝐴  כך ש- 𝑥𝑥𝑛𝑛 → 𝑏𝑏 כיוון שמו- 𝐴𝐴 אזקבוצה סגורה , 

 𝑏𝑏 ∈ 𝐴𝐴 ,.מצ''ל 

𝑥𝑥0 םמיקייחסומה ולכן  𝐴𝐴לפל התנאי חסומה.  ′𝐴𝐴-נוכח קודם ש 'א .6 ∈ ℝ𝑛𝑛, 𝑅𝑅 > כך   0
𝐵𝐵(𝑥𝑥0,𝑅𝑅) -ש ⊇ 𝐴𝐴.    לפי הגדרת נקודות ההצטברות לכל𝑏𝑏 ∈ 𝐴𝐴′ קיימת נקודה 
 𝑎𝑎𝑏𝑏 ∈ 𝐵𝐵(𝑏𝑏,𝑅𝑅) ∩ 𝐴𝐴. לכל   אז : 𝑏𝑏 ∈ 𝐴𝐴′ 2𝑅𝑅 > 𝑑𝑑(𝑥𝑥0,𝑎𝑎𝑏𝑏) + 𝑑𝑑(𝑎𝑎𝑏𝑏 , 𝑏𝑏) ≥ 𝑑𝑑(𝑥𝑥0,𝑏𝑏) 

𝐴𝐴′  . חסומה   ⇐
 ,בורל –משפט היינה הי פגם סגורה ולכן ל ′𝐴𝐴א',  5כמו שהוכח בתרגיל 

 𝐴𝐴′ - של  מרחב קומפקטי-תתℝ𝑛𝑛. 
  

𝐴𝐴ב' תהי  = (0,1) ∪ ℤברור ש .- 𝐴𝐴 כי  לא חסומהℤ .לא חסומה 
  [0,1]-שלא שייכת ל 𝑏𝑏וכל נקודה  𝐴𝐴נקודות ההצטברות של   הן  [0,1]-כל הנקודות מ 

,𝐵𝐵(𝑏𝑏פתוח  כדורעל ידי   [0,1]-מ מופרדתיכולה להיות  𝑟𝑟)  
𝑟𝑟כאשר  = {1

2
, |𝑏𝑏|, |1 − 𝑏𝑏|}  .  ולכן𝑏𝑏 לא נקודת הצטברות של 𝐴𝐴 מוכלת  הזה כי בכדור

′𝐴𝐴 -אז הוחכנו ש.   [0,1]-ובכלל אין נקודות מ ℤ -לא יותר מנקודה אחת מ = [0,1] .  
 קומפקטי.  ′𝐴𝐴   בורל-ינה היַ   לפי המשפט

                                                                                         



𝐴𝐴קבוצה -תת :תזכורת .7 ⊇  𝑉𝑉 מרחב  -פתוחה בתת𝐴𝐴 קבוצה -א''א קיימת תת𝑀𝑀 ⊇  𝑈𝑈 
𝑉𝑉 -כך ש 𝑀𝑀-פתוחה ב = 𝑈𝑈 ∩𝑀𝑀.  

𝐴𝐴אם  .ת התרגילטענת הוכח = 𝐴𝐴או   ∅ = 𝑀𝑀  אז -לא  ם.  אחהכול הוכ יאז: 
 . )𝐴𝐴-ביחס לפתוחות  𝑉𝑉𝛼𝛼(הקבוצות  𝐴𝐴כיסוי פתוח של המרחב המטרי  𝛼𝛼∈Λ{𝑉𝑉𝛼𝛼}יהי  

𝛼𝛼אזי לכל  ∈ Λ  קיימת קבוצה𝑈𝑈𝛼𝛼 ב פתוחה-𝑀𝑀 כך ש- 𝑉𝑉𝛼𝛼 = 𝑈𝑈𝛼𝛼 ∩ 𝐴𝐴. 
𝛼𝛼∈Λ∪⇐לכן  𝑈𝑈𝛼𝛼 ⊇ 𝐴𝐴 ⇐ (∪𝛼𝛼∈Λ 𝑈𝑈𝛼𝛼) ∩ 𝐴𝐴 =∪𝛼𝛼∈Λ (𝑈𝑈𝛼𝛼 ∩ 𝐴𝐴) = ∪𝛼𝛼∈Λ 𝑉𝑉𝛼𝛼 = 𝐴𝐴 

𝑀𝑀 =∪𝛼𝛼∈Λ 𝑈𝑈𝛼𝛼 ∪  𝐴𝐴𝑐𝑐   ולכן {𝑈𝑈𝛼𝛼}𝛼𝛼∈Λ ∪ {𝐴𝐴𝑐𝑐} י פתוח של וכיס𝑀𝑀קומפקטיות של . מ𝑀𝑀 
𝑈𝑈𝛼𝛼1�סופי  כיסוי -קיים תתשנובע  , … ,𝑈𝑈𝛼𝛼𝑛𝑛  

,𝐴𝐴𝑐𝑐}   של𝑀𝑀 , 
𝐴𝐴 :א''ז = 𝑉𝑉𝛼𝛼1 ∪ …∪ 𝑉𝑉𝛼𝛼𝑛𝑛 ⇐ 𝐴𝐴 ⊆ 𝑈𝑈𝛼𝛼1 ∪ …∪ 𝑈𝑈𝛼𝛼𝑛𝑛 ⇐ 𝑀𝑀 = 𝑈𝑈𝛼𝛼1 ∪ …∪ 𝑈𝑈𝛼𝛼𝑛𝑛 ∪ 𝐴𝐴

𝑐𝑐. 
 .𝐴𝐴הרחב -של תת 𝛼𝛼∈Λ{𝑉𝑉𝛼𝛼}כיסוי  סופי בכיסוי -ואנחנו מצאנו תת

  
 ולהפך,  במטריקה השניהא' כל כיסוי פתוח במטריקה אחת הוא גם  כיסוי פתוח  .8

-קומפקטיים או לא קומפקטיים בוכי שתי המטריקות שקולות.  לכן שני המרחבים 
 ת.לפי הגדרת הקומפקטיו זמנית

 
סף של ויוצרת אותו א איא אותה המטריקה והיה 𝑀𝑀 -להמטריקה המושרת  ב'

אסף של והקומפקטיות של המרחב תלויה רק ב .𝑀𝑀מרחב -קבוצות פתוחת בתת
אם ורק אם הוא  (𝑀𝑀1,𝜌𝜌1 )מרחב של -קומפקטי כתת 𝑀𝑀קבוצות הפתוחות. לכן  

 .(𝑀𝑀2,𝜌𝜌2 )מרחב של -קומפקטי כתת
 

𝑄𝑄נתבונן בריבוע  ג' ⊆ ℝ2     1עם אורך צלע
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 (ראה בציור): 𝑋𝑋-ל 𝑄𝑄באופן לא פורמלי אפשר להפוך 
 , 𝑃𝑃-ל (0,0)להטאים את  -
𝑄𝑄"לישר" את הקו השבור   - −  :-כך ש 𝑋𝑋-ולהטאים אותו ל {(0,0)}
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𝑓𝑓:𝑄𝑄ההטאמה ממומשת על ידי פונקציה    באופן פורמלי → 𝑋𝑋 כך ש-: 

𝑓𝑓(𝑢𝑢,𝑣𝑣) =

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

𝑃𝑃,  𝑢𝑢 = 𝑣𝑣 = 0
𝑢𝑢. 𝑢𝑢 > 0,𝑣𝑣 = 0

𝑣𝑣 + 1
4

,
3
4
− 𝑢𝑢,

1 − 𝑣𝑣.

𝑢𝑢 = 1
4

𝑣𝑣 = 1
4

𝑢𝑢 = 0,𝑣𝑣 > 0

  )𝑢𝑢,𝑣𝑣  - קואורדינטות ב-ℝ2( 

 .       (*)חח''ע ועל  𝑓𝑓קל לבדוק שהפונקציה 
,(𝑢𝑢1,𝑣𝑣1)נקח שתי נקודות   (𝑢𝑢2,𝑣𝑣2) ∈ 𝑄𝑄מאחת לשניה  . תמיד ישנם שני קוים שבורים

 לאורך הצלעות של הריבוע.
1)והשני דרך  (0,0)הקו  אחד עובר דרך 

4
, 1
4
 -. נסמן את האורך של הקצר בין הקוים ב(

𝝆𝝆((𝒖𝒖𝟏𝟏,𝒗𝒗𝟏𝟏), (𝒖𝒖𝟐𝟐,𝒗𝒗𝟐𝟐)). 
,𝜌𝜌�(𝑢𝑢1,𝑣𝑣1)לבדוק בעזרת הציור שמתקיים: קל  (𝑢𝑢2,𝑣𝑣2)� = |𝑢𝑢1 − 𝑢𝑢2| + |𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2|.  

�𝒅𝒅�𝒇𝒇(𝒒𝒒),𝒇𝒇(𝒔𝒔)  :   -הבדיקה הישרה מראה גם ש = 𝝆𝝆(𝒒𝒒, 𝒔𝒔)  לכל𝒒𝒒, 𝒔𝒔 ∈ 𝑸𝑸(**)       . 
 

צימצום של    𝜌𝜌-אז רואים ש ℝ2-כל שתי נקודות באם להשתמש בנוסחה הזאת ל
 שניתנת על ידי הנוסחה: ℝ2 -המטרקה ב

 Ρ�(𝑢𝑢1,𝑣𝑣1), (𝑢𝑢2,𝑣𝑣2)� = |𝑢𝑢1 − 𝑢𝑢2| + |𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2|  . 
מטריקה, חשוב בשבילינו שהיא שקולה למטריקה אוקלידית. (שני  Ρ -חוץ מהעובדה ש

 )   בתוספתהדברים האלה ידועים אבל אפשר לראות את הוכחתם 
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.𝑥𝑥,𝑦𝑦.  יהי מטריקה 𝑑𝑑-נוכיח ש )1( 𝑧𝑧 ∈ 𝑋𝑋  פונקצית עללכן קיימים.𝑞𝑞, 𝑠𝑠, 𝑡𝑡 ∈ 𝑄𝑄   

𝑓𝑓(𝑞𝑞) -כך ש = 𝑥𝑥, 𝑓𝑓(𝑠𝑠) = 𝑦𝑦,𝑓𝑓(𝑡𝑡) = 𝑧𝑧של -לפי  התחונות (*) ו  . אזי (**)𝑓𝑓: 

 𝑑𝑑(𝑥𝑥. 𝑦𝑦) = 𝑑𝑑�𝑓𝑓(𝑞𝑞),𝑓𝑓(𝑠𝑠)� = 0 ⇔ 𝜌𝜌(𝑞𝑞, 𝑠𝑠) = 0 ⇔ 𝑞𝑞 = 𝑠𝑠 ⇔ 𝑥𝑥 = 𝑓𝑓(𝑞𝑞) = 𝑓𝑓(𝑠𝑠) = 𝑦𝑦 
 )1(אקסיומה 

 𝑑𝑑(𝑥𝑥. 𝑦𝑦) = 𝑑𝑑�𝑓𝑓(𝑞𝑞),𝑓𝑓(𝑠𝑠)� = 𝜌𝜌(𝑞𝑞, 𝑠𝑠) = 𝜌𝜌(𝑠𝑠, 𝑞𝑞) =  𝑑𝑑�𝑓𝑓(𝑠𝑠),𝑓𝑓(𝑞𝑞)� = 𝑑𝑑(𝑦𝑦. 𝑥𝑥) 
 )2(אקסיומה 

 𝑑𝑑(𝑥𝑥. 𝑧𝑧) = 𝑑𝑑�𝑓𝑓(𝑞𝑞),𝑓𝑓(𝑡𝑡)� = 𝜌𝜌(𝑞𝑞, 𝑡𝑡) ≤ 𝜌𝜌(𝑞𝑞, 𝑠𝑠) + 𝜌𝜌(𝑠𝑠, 𝑡𝑡) =    

   𝑑𝑑�𝑓𝑓(𝑞𝑞),𝑓𝑓(𝑠𝑠)� + 𝑑𝑑�𝑓𝑓(𝑠𝑠).𝑓𝑓(𝑡𝑡)� = 𝑑𝑑(𝑥𝑥, 𝑦𝑦) + 𝑑𝑑(𝑦𝑦, 𝑧𝑧)    3(אקסיומה( 

 (ℝ2,𝐷𝐷)-סגורה וחסומה ב  𝑄𝑄הקבוצה .  𝐷𝐷-. נסמן מטריקה אוקלידית בקומפקטיות )2( 
-בורל. מתרגיל א'  מקבלים ש–קומפקטי לפי המשפט היינה  (𝑄𝑄,𝐷𝐷)מרחב -ולכן תת

(𝑄𝑄, ρ) .גם קומפקטי 
𝑥𝑥𝑛𝑛תהי   ∈ 𝑋𝑋 נובע ש-(*) ו-סדרה.מ (**)-𝑓𝑓  הפיכה. נתבונן בסדרה𝑓𝑓−1(𝑥𝑥𝑛𝑛) ∈ 𝑄𝑄 .(𝑄𝑄, ρ)  

𝑄𝑄-המתכנסת ל 𝑓𝑓−1(𝑥𝑥𝑛𝑛𝑖𝑖)סדרה -לכן קיימת  תתוקומפקטי  ∋ 𝑞𝑞אזי לפי  התחונות . 
 :𝑓𝑓(**) של -(*) ו 
 𝜌𝜌 �𝑞𝑞, 𝑓𝑓−1�𝑥𝑥𝑛𝑛𝑖𝑖�� → 0 ⇐  𝑑𝑑�𝑓𝑓(𝑞𝑞),𝑥𝑥𝑛𝑛𝑖𝑖� → 0   ⇐   𝑥𝑥𝑛𝑛𝑖𝑖 → 𝑓𝑓(𝑞𝑞)    ⇐ סדרה -מצאנו תת

 .ומפקטיק 𝑋𝑋אזי  . 𝑥𝑥𝑛𝑛מתכנסת בסדר 
 

 תוספת.

Ρ - שויון -שליליות ושתי האקסיומות הראשונות נובעות ישירות מהנוסחה ואי-אי מטריקה
 שויון המשולש לערך המוחלט.-המשולש נובע באופן טריוויאלי מאי

 
 . בחישוב הישר אפשר לבדוק:𝐷𝐷למטריקה אוקלידית  Ρשקילות 

(|𝑢𝑢1 − 𝑢𝑢2| + |𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2|)2

2 ≤ |𝑢𝑢1 − 𝑢𝑢2|2 + |𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2|2 ≤ (|𝑢𝑢1 − 𝑢𝑢2| + |𝑣𝑣1 − 𝑣𝑣2|)2 

,𝑎𝑎לכל  אזי בצורה אחרת, 𝑏𝑏 ∈ ℝ2  : Ρ(𝑎𝑎,𝑏𝑏) 

√2
≤ 𝐷𝐷(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ≤ Ρ(𝑎𝑎, 𝑏𝑏)   כאשר𝐷𝐷  מטריקה

𝐵𝐵Ρבצורת הכדורים העובדה הזות גוררת:  אוקלידית. �𝑎𝑎, 𝑅𝑅
√2
� ⊆ 𝐵𝐵(𝑎𝑎,𝑅𝑅) ⊆ 𝐵𝐵Ρ(𝑎𝑎,𝑅𝑅). 

𝑎𝑎זה מוכיח שנקודה   ∈ ℝ2 מסוים קבוצה יחד עם כדור-מוכלת בתת  𝐵𝐵(𝑎𝑎,𝑅𝑅1)    אם ורק
קבוצה -. לכן תת𝐵𝐵Ρ(𝑎𝑎,𝑅𝑅2) מסוים קבוצה יחד עם  כדור-אם היא מוכלת באותה תת

 ,  Ρ-אם ורק אם היא פתוחה ביחס ל 𝐷𝐷-פתוחה ביחס ל
 זאת אומרת, שתי המטריקות שקולות.

 


