
 אנליזה מודרנית – 3תרגיל 

 
 היום נדבר על קבוצת קנטור. קבוצת קנטור חשובה בקורס זה משתי סיבות:

 .0היא דוגמא לקבוצה לא בת מניה שהמידת לבג שלה היא  .א
 היא קשורה לפונקצית קנטור אותה נצטרך בהמשך. .ב
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 מנייה.-אינה בת Cג. 

)ד.  ) 0m C = 

 לא מכילה שום קטע (בעל מידה חיובית) Cה. 

 מנייה של קטעים סגורים.-אינה איחוד בן Cו. 

 

 הוכחה:

. n∈קבוצה סגורה לכל  nCהינה איחוד סופי של קטעים סגורים נקבל כי  nCמכיוון ש  .א
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הינה סגורה כחיתוך של קבוצות סגורות. מכיוון ש  

[0,1]C  בורל הינה קומפקטית.אזי היא חסומה ועפ"י היינה  ⊃
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)ע"פ הנחת האינדוקציה,  ) { }3 0,2nd x )או  ∋ ) { }3 2 0,2nd x − או ש -. אבל  ∋
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. קל לראות שהמספר הזה לא 

 מנייה.-איננה בת Cמופיע ברשימה הוא שונה מכל איבר בספרה מסוימת. קיבלנו סתירה, ולכן 

 אמנם ייצוג טרינארי אינו יחיד, אבל במקרה שלנו זה לא פוגע בהוכחה. הערה:
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Iה. נניח בשלילה שקיים קטע  C⊆ (אורך) עם מידה ,( ) 0m I = > . עפ"י המונוטוניות נקבל
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)קטעים סגורים. אזי כבר ראינו כי  nIכאשר   ) 0nm I ולכן  =

}בהכרח  }n nI x=  'כלומר הקטעים הסגורים הינם נקודונים. אבל עפ"י סעיף ג ,C  איננה בת
 מנייה ומכאן סתירה.

 

)) אם nowhere dense setתקרא דלילה ( Aבטופולוגיה, קבוצה  )( )Int Cl A . במילים,  ∅=
A  תקרא דלילה אם הפנים של הסגור שלA  הינה קבוצה ריקה. ראינו כי קבוצת קנטור הינה

אזי היא בודאי דלילה. האם הכיוון  0דלילה. כמו כן ברור כי אם קבוצה הינה בעלת מידה מידה 
 ?0נכון גם כן? האם קבוצה דלילה היא בהכרח בעלת מידה ההפוך 
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1Cעל מנת לקבל את הקבוצה  1cקטע באורך 
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 להיות קבוצת קנטור המוכללת. 
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(קבוצה של נקודה בה קבוצת קנטור המוכללת הינה קומפקטית ומושלמת 
 .הינה נקודת הצטברות של הקבוצה)
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 פתרון: 

kCמכיוון שהקבוצה  .א


Cאיחוד סופי של קבוצות סגורות היא סגורה.  הינה  
  סגורה

Cכחיתוך של קבוצות סגורות . ברור כי 
  .את העובדה כי חסומה ולכן קומפקטית
 הקבוצה מושלמת תראו בתרגיל הבית.
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. כאשר  

 השיוויון תקף מרציפות המידה.

 


