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 טופולוגיה
 נוביק ד"ר טל

:𝑑ופונקציה  Mמרחב מטרי הוא קבוצה  𝑀 × 𝑀 → [0,  כך ש: (∞

1. 𝑑(𝑥, 𝑦) = ,𝑑(𝑥)וברור ש x=yאו"א  0 𝑦) ≥ 0 ) 

2. 𝑑(𝑥, 𝑦) = 𝑑(𝑦, 𝑥)  לכלx,y 

3. 𝑑(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑑(𝑥, 𝑦) + 𝑑(𝑦, 𝑧)  .גם מוכר כאי שוויון המשולש 

,𝑑(𝑥: על מרחב נורמי נגדיר מטריקה ע"י דוגמה 𝑦) = ||𝑥 − 𝑦|| .למשל, הנורמה האוקלידית בℝ𝑛  מגדירה את

,𝑑((𝑥1כדלהלן:  ℝ𝑛המטריקה האוקלידית על  … , 𝑥𝑛), (𝑦1, … , 𝑦𝑛)) = √∑ (𝑥𝑖 − 𝑦𝑖)2𝑛
𝑖=1 

𝐴טרי רחב ממ Mיהי  ⊆ 𝑀  אזי עלA נוכל להגדיר מטריקה ע"י צמצום המטריקה מM . 

𝑆𝑛היא מימדית  n: הספרה ההגדרה = {(𝑥1, . . , 𝑥𝑛+1) ∈ ℝ𝑛+1 ∶ ∑ 𝑥𝑖
2 = 1} 𝑛+1

𝑖=1 . 

,𝑑(𝑥היא מטריקה המוגדרת כך :  Xקבוצה כלשהי, המטריקה הדיסקרטית על  Xאם  דוגמה: 𝑦) = {
0 , 𝑥 = 𝑦
1 , 𝑥 ≠ 𝑦

} 

 . מתקיימים. ננסה להוכיח את התנאי השלישי )אי שוויון המשולש( 2ו 1ברור שתנאים 

𝑎ויהי  Mסדרת נקודות ב 𝑛∈ℕ{𝑥𝑛}מרחב מטרי ותהי  (M,d) יהי  ה:הגדר ∈ 𝑀 אנו נאמר ש .𝑥𝑛 מתכנסת לa  ונסמן

lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑎  אם לכל휀 > 𝑛כך שלכל  𝑛0קיים  0 ≥ 𝑛0  מתקיים𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) < 휀 . 

 

 ר לנקודה אחת. מתכנסת לכל היות 𝑥𝑛אזי  Mסדרה ב {𝑥𝑛}: תהי טענה

𝑎הוכחה: נניח בשלילה שיש  ≠ 𝑏 כך ש𝑥𝑛 → 𝑎, 𝑥𝑛 → 𝑏 . יהי휀 =
𝑑(𝑎,𝑏)

2
𝑥𝑛. כעת, מכיוון ש → 𝑎  יש ,𝑛0  כך שלכל

𝑛 ≥ 𝑛0  מתקיים𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) < 휀 כמו כן, קיים .𝑛1  כך שלכל𝑛 ≥ 𝑛1  מתקיים𝑑(𝑥𝑛, 𝑏) < 휀 כעת, ניקח .𝑚 ≫ 𝑛0, 𝑛1 

,𝑑(𝑎, אזי  𝑏) ≤ 𝑑(𝑎, 𝑥𝑛) + 𝑑(𝑥𝑛, 𝑏) < 휀 + 휀 = 𝑑(𝑎, 𝑏)!מ.ש.ל. , וזו סתירה ∎ 

𝑥𝑛: תרגיל בית → 𝑎  או"א𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) → 0. 

휀תקרא סדרת קושי אם לכל  M .{𝑥𝑛}סדרה במרחב מטרי  {𝑥𝑛}: תהי הגדרה > ,𝑛כך שלכל  𝑛0יש  0 𝑚 ≥ 𝑛0  מקיים

𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) < 휀 . 

 

 : אם סדרה מתכנסת אז היא סדרת קושי. טענה

휀יהי . aמתכנסת ל {𝑥𝑛}הוכחה: נניח כי  > 𝑛1קיים  0 > 𝑛כך שלכל 0 ≥ 𝑛1  מתקיים𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) <
𝜀

2
,𝑚. לכן, אם  𝑛 ≥

𝑛1  נקבל כי𝑑(𝑥𝑛, 𝑥𝑚) ≤ 𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) + 𝑑(𝑥𝑚, 𝑎) < 휀 .מ.ש.ל .∎ 

 מטרי שבו כל סדרת קושי מתכנסת נקרא מרחב מטרי שלם. מרחב: הגדרה

, ואין 1המרחק בין כל שתי איברים הוא עם המטריקה הדיסקרטית.  ℕקושי:  דרהסדוגמה למרחב מטרי שבה אין תת 
 י. לה אף תת סדרת קוש

𝑎מ"מ. יהי  (M,d): יהי הגדרה ∈ 𝑀 יהי ,𝑟 > 0. 

,𝐵(𝑎באופן הבא:  aסביב  rנגדיר את הכדור הפתוח ברדיוס  𝑟) = {𝑥 ∈ 𝑀 ∶ 𝑑(𝑎, 𝑥) < 𝑟}. 
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,𝑑(𝑥𝑛במקום להגיד  𝑎) < 𝑟  נוכל פשוט להגיד ,𝑥𝑛 ∈ (𝑎, 𝑟) . 

,𝑁),  (M,d) יהיו :הגדרה 𝜌)  ,שני מרחבים מטריים𝑓: 𝑀 → 𝑁 ו𝑎 ∈ 𝑀ש . נאמרf רציפה בa  אם לכל휀 > 𝛿יש  0 > 0 

,𝑑(𝑥המקיים   xכך שלכל  𝑎) < 𝛿 מתקיים  𝜌(𝑓(𝑥), 𝑓(𝑎)) < 휀  :או לחילופין( .𝑓(𝐵𝑀(𝑎, 𝛿)) ⊆ 𝐵𝑁(𝑓(𝑎), 휀)  ) 

 

,𝑁): יהיו משפט 𝜌), (𝑀, 𝑑)  .מרחבים מטריים𝑓: 𝑀 → 𝑁  פונקציה. עבור𝑎 ∈ 𝑀 נאמר שf רציפה בa  או"א לכל סדרת

𝑥𝑛המקיימת  Mב 𝑥𝑛דות נקו → 𝑎 מתקיים ש𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑎) . 

𝑥𝑛שמקיימת  𝑥𝑛הוכחה: נניח כי הפונקציה רציפה. עבור סדרה  → 𝑎 צריך להוכיח ש𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑎) נתון .휀 > 0  .f 

𝛿רציפה ולכן קיים  > ,𝑓(𝐵(𝑎כך ש 0 𝛿) ⊆ 𝐵(𝑓(𝑎), 휀) ידוע כי .𝑥𝑛 → 𝑎 ולכן יש ,𝑛0  כך שלכל𝑛 ≥ 𝑛0  וגם𝑥𝑛 ∈

𝐵(𝑎, 𝛿) ולכן .𝑓(𝑥𝑛) ∈ 𝐵(𝑓(𝑎), 휀) . 

𝑥𝑛המקיימת  Mב 𝑥𝑛. צ"ל שקיימת סדרת aלא רציפה ב fכעת נוכיח את השלילה של הכיוון השני. נניח ש → 𝑎  אך

𝑓(𝑥𝑛) → 𝑓(𝑎)נבנה סדרה שמקיימת את זה. מתוך כך ש .f ה רציפה אנו יודעים כי קיים אינ휀 > 𝛿כך שלכל  0 > 0 

𝛿בפרט ל =
1

𝑛
𝑥. יש   ∈ 𝑀 כך ש𝑑(𝑎, 𝑥) <

1

𝑛
,𝜌(𝑓(𝑥)ובכל זאת   𝑓(𝑎)) ≥ 휀 . נבחרx  כזה ונסמנו𝑥𝑛 . נעשה זאת לכלn 

,𝑑(𝑥𝑛כך ש Mב {𝑥𝑛}ונקבל סדרת נקודות  𝑎) <
1

𝑛
,𝜌(𝑓(𝑥𝑛)ו  𝑓(𝑎)) ≥ 휀  לכלn.  אנו יודעים כי𝑑(𝑥𝑛, 𝑎) → ולכן  0

𝑥𝑛 → 𝑎 ובכל זאת נקבל ,𝑓(𝑥𝑛) לא מתכנסת ל𝑓(𝑎) . .מ.ש.ל  ∎ 

𝐴מ"נ. אזי קבוצה  M: יהי הגדרה ⊆ 𝑀  ב פתוחהתקראM  אם לכל𝑎 ∈ 𝐴  יש𝑟 > ,𝐵(𝑎כך ש 0 𝑟) ⊆ 𝐴 . 

 

 .Xעם המטריקה הדיסקרטית כל תת קבוצה היא פתוחה ב X: עבור טענה

,𝐵(𝑎ודעים כי אנו י 7) = 𝑋 , 𝐵(𝑎, 3) = 𝑋, 𝐵(𝑎, 1) = {𝑎}  .מכאן והלאה נסמן את המטריקה הדיסקרטית כdisc . 

 

 : כדור פתוח הוא קבוצה פתוחה. טענה

,𝐵(𝑎הוכחה: יהי  𝑟)  כדור פתוח במרחב מטריM  תהי𝑥 ∈ 𝐵(𝑎, 𝑟)  צריך למצוא휀 > ,𝐵(𝑥כך ש 0 휀) ⊆ 𝐵(𝑎, 𝑟) .

휀כעת, ניקח  = 𝑟 − 𝑑(𝑥, 𝑎)  ונוכיח כי𝐵(𝑥, 휀) ⊆ 𝐵(𝑎, 𝑟) כלומר, אם .𝑑(𝑦, 𝑥) < 휀  אז𝑑(𝑦, 𝑎) < 𝑟 אכן .

𝑑(𝑦, 𝑎) ≤ 𝑑(𝑦, 𝑥) + 𝑑(𝑥, 𝑎) < 휀 + 𝑑(𝑥, 𝑎) = 𝑟 .מ.ש.ל .∎ 

 

 מ"מ. אזי מתקיים: M: יהי משפט

 פתוחות.  Φו M .א

𝛼∈𝐼∪אזי  Mאוסף כלשהו של קבוצות פתוחות ב 𝛼∈𝐼{𝑈𝛼}אם  .ב 𝑈𝛼 תוחה בקבוצה פM . 

,𝑈1אם  .ג 𝑈2, … , 𝑈𝑛  אוסף סופי של קבוצות פתוחות אז𝑈1 ∩ … ∩ 𝑈𝑛  .קבוצה פתוחה 

 הוכחה:

 . ליזה טריוויא .א

𝑎יהי  .ב ∈∪𝛼∈𝐼 𝑈𝛼  יש𝛽 ∈ 𝐼 כך ש𝛼 ∈ 𝑈𝛽  .𝑈𝛽  פתוחה ולכן קיים𝑟 > ,𝐵(𝑎כך ש 0 𝑟) ⊆ 𝑈𝛽 ⊆∪𝛼∈𝐼 𝑈𝛼 . 

𝑎יהי   .ג ∈ 𝑈1 ∩ … ∩ 𝑈𝑛 1. לכל ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  מתקיים עי𝑎 ∈ 𝑈𝑖 לכן יש  .𝑟𝑖 > ,𝐵(𝑎כך ש 0 𝑟𝑖) ⊆ 𝑈𝑖  נזמן𝑟 =

min{𝑟1, 𝑟2 , . . , 𝑟𝑛}  אזי𝑟 > ,𝐵(𝑎ומתקיים  0 𝑟) ⊆ 𝑈𝑖  1לכל ≤ 𝑖 ≤ 𝑛  לכן𝐵(𝑎, 𝑟) ⊆ 𝑈1 ∩ … ∩ 𝑈𝑛 

 ∎ מ.ש.ל.

𝑎מ"מ.  M: יהי הגדרה ∈ 𝑀 סביבה של .a א קבוצה פתוחה הי𝑈 ⊆ 𝑀 כך ש𝑎 ∈ 𝑈 . 
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:𝑓מ"מ ,  M,N יהי: טענה 𝑀 → 𝑁  .פונקציה𝑎 ∈ 𝑀  אזיf רציפה בa  או"א לכל סביבהV  שלf(a) בN  יש סביבהU  שלa 

𝑓(𝑈)כך ש Mב ⊆ 𝑉 . 

𝑓(𝑎)פתוחה ו Vאזי כיוון ש. f(a)סיבה על  V, ותהי aבנקודה  רציפה fהוכחה: נניח  ∈ 𝑉  יש휀 > ,𝐵(𝑓(𝑎)כך ש 0 휀) ⊆

𝑉 .f רציפה בa לכן יש ,𝛿 > ,𝑓(𝐵(𝑎כך ש 0 𝛿)) ⊆ 𝐵(𝑓(𝑎), 휀) ⊆ 𝑉 קח יונ𝑈 = 𝐵(𝑎, 𝛿) . 

휀בכיוון השני , נניח כי התנאי על הסביבות מתקיים. יהא נתון  > 0 .𝐵(𝑓(𝑎), 휀)  סביבה שלf(a) לכן קיימת סביבה ,𝑈 

𝑓(𝑈)כך ש aשל  ⊆ 𝐵(𝑓(𝑎), 휀) .U  ,פתוחהa נמצאת בUש , ולכן י𝛿 > ,𝐵(𝑎כך ש 0 𝛿) ⊆ 𝑈 ומתקיים𝑓(𝑉(𝑎, 𝛿)) ⊆

𝑓(𝑈) ⊆ 𝐵(𝑓(𝑎), 휀) . 

 ∎מ.ש.ל. 


