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  פולינומים אורתוגונאליים
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  : מקיימת את התנאים הבאיםמטריקה �
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)אם   ) [ ]baCVtx )אזי ,  מרחב הפונקציות הרציפותVכאשר , ∋=, ) { ( ){ }txtx
bta ≤≤

=max  

)אם   ) ( )baCVtx )אזי ,  הרציפות מרחב הפונקציותVכאשר , ∋=, )
{

( ){ }txSuptx

bta ≤≤

=  

)אם   ) [ ]baLVtx P )אזי , ∋=, ) ( )[ ]
Pb

a

P
dttxtx

1









= ∫  

]אם   ] { } P

ii lVanx =∈= ∞
]אזי , 1= ]

P

i

P

ianx

1

1 







= ∑
∞

=

  

)אם   ) 2

21 , CVxx =∈ϕ , כאשר{ } Cxx ∈21 )אזי , , ) 2

2

2

121 , xxxx +=ϕ 

  

  :ובמרחב נורמי מתקיים, ם מוגדר לפי מטריקההמרחק בין שני איברי �

( ) mnmn xxxx −=,ρלפי הגדרת הנורמה . 

 

 nxגבול של סדרה  �

( ) ( ) ( ) ερεεε <⇒>∃>∀⇔=
∞→

axNnNax nn
n

,;0lim  

). (אזי הגבול יחיד וגם איברי הסדרה חסומים, אם קיים גבול ) Mxn ≤0,ρ(  

  



© ALON CHARNY 4

}סדרה  � }nx מקיימת את התנאי הבא על איברי הסדרה אם היא סדרת קושירא תק:  
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  : מרחבי הילברטתכונות �
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k

kknnn
v

v
wwwuuv

v

v
wwwuuv

v

v
wuv

=><−=

=><−=

==

∑
−

=

1

1

2

2
211222

1

1
111

,

,  
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}נתונה מערכת אורתונורמאלית  � }nv כן נתון ווקטור -ומכVf ∈ . 

} של  כצירוף ליניאריf  נציג את }nv ,דהיינו ,∑
=

n

k

kkva
1

 ,  

}המקדמים  }ka המביאים למינימום את המרחק בין הווקטור fובין הצירוף הליניארי  ,









−∑
=

n

k

kk

a

vafnim

k
1

arg
321

>=<הם    kk vfa   )ב"הקט. (הקירוב הטוב ביותר ונקראים ,

  

  :הערות

 בסלשוויון - המרחב לא שלם מקבלים את איכאשר 
2

1

2
fa

n

k

k <∑
=

  

      כאשר המרחב שלם מקבלים את שוויון פרסבל 
2

1

2
fa

n

k

k =∑
=

 

 .המשפט לעיל נכון גם עבור מערכת אינסופית 

∑הטור , עבור מערכת אינסופית 
∞

=1

2

k

kaולכן מתקיים ,  מתכנס{ 0lim =
∞→

n

n

a 

 

} משפטי השלמות של מערכות אורתונורמאליות � }nv 

ם היא מקיימת אחד מששת התכונות השקולות "מערכת אורתונורמאלית שלמה אם

  ):יש עוד תכונות שקולות שלא פורטו בקורס(הבאות 

∑=>=<:   סגירות 
∞

=
nn

n

n vfccf ,
1

22
 

∑:     הצגה 
∞

=

=∀
1

,
n

nnvcff ונסמן  { }ncf }י מערכת " עf הצגה של ~ }nv 

εε:   צפיפות  <−∀∃>∀ ∑
=

n

n

nnn vcffcN
1

;,0 

 .לא קיים איבר שונה מאפס המאונך לכל המערכת:   שלימות 

}:     יחידות  } { } gfthencgcfIf nn =~&~ 

}:    הרחבה של סגירות  } { } ∑=>< nnnn bagfthenbgafIf ,~&~  
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 תאורתוגונאלי פולינומים מערכת שלמות �

)אורתונורמאלית פולינום מערכת  )






 ∧

xpn בקטע [ ]ba  במרחב מכפלה פנימית ,

( ) [ ]
2

baxP LCV )מרחב הפונקציות הרציפות עם משקל ( = )xp או/ו ועם מכפלה פנימית 

  .ערכת שלמההינה מ) 2L -נורמה ב

  

 יםמדמק �

 nγ ילאנוגותרוא םונילופ לש םדקמה נויה   ( ) 0... γγ ++⋅= n

nn xxP 

 nµ מאלינורותרוא םונילופ לש םדקמה נויה   ( ) 0... µµ ++⋅=
∧

n

nn xxP 

 

  :תעקרונות עבור מערכת אורתוגונאלי �

)נתונה מערכת פולינומים אורתוגונאליים  ){ }xpn אזי כל איבר מהמערכת ( )xpn   

nm כאשר mמסדר ) לאו דווקא מהמערכת(מאונך לכל פולינום אחר     <.  

 )1המקדם של החזקה הגבוהה ביותר שווה (ן כל מערכות הפולינומים המתוקנים מבי 

  .לפולינומים האורתוגונאליים המתוקנים יש את הנורמה המינימאלית

( ) ( )
2

2

01

1
...

n

n

n

nn xpxxxp
µ

µµµ =⇒+++= 

  

  יחידות מערכת אורתוגונאלית �

)בהינתן פונקצית משקל  )xp מעל קטע ( )ba   אזי קיימת מערכת אורתוגונאלית  ,

),אורתוגונאליותת ומערכות שתי אם נתונ(, nµ<0יחידה עם מקדם  ){ } ( ){ }xqxp nn ,   

)אזי מערכת  ){ }xqn מקיימת ( ){ } ( ) ( ){ }xpxq nn ⋅±= 1(  

  

  תכונת הסימטריה �

)עבור פולינומים אורתוגונאליים עם פונקצית   )xp מתקיים , דהיינו, משקל זוגית  

   ( ) ( )xpxp ]מעל קטע  =− ]aa )אזי מתקיים . −, ) ( ) ( )xpxp nn

2
1−=−.  

)אם פונקצית המשקל זוגית   ) ( )xpxp ] על קטע סימטרי =− ]aa )אזי כל , −, )xpn 

  .גם סימטרית           

  

]עבור כל פולינום בקטע סופי  � ]ba } מתקיים , }baCck k ,max=<∀ ,דהיינו , 

  .מקדמי פורייה של כל פולינום חסומים
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  שוויון תלת נסיגה �

)נתונה מערכת אורתונורמאלית   ){ }xpn מעל קטע ( )ba )ם פונקצית משקל  ע, )xp  

)בהינתן  ) 01... µµµ +++= xxxp n

nnמתקיים כלל הנסיגה :  

( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )∫ ⋅⋅⋅=









+−=








−

−
+

+

b

a

knk

n

n

n
nnn

n

n

dxxpxpxpxc

xpxpcxxp 1
1

1

1 µ
µ

µ
µ

 

)אם ידועים  ) ( ){ }xpxpc 1000 ,,,µניתן לחשב את כל המערכת .  

)( מנורמלים םמשוואות הנסיגה עבור פולינומים אורתוגונאליי  )xpn

~

 (  

( ) ( )( ) ( )
n

n
nnnnnn xpcxxpxp

µ
µ

λλ 1
1

~

1

2

1

~~

1
−

−−−+ ≡−−=  

)אם פונקצית המשקל זוגית   ) ( )xpxp ] על קטע סימטרי =− ]aa    נקבל את, −,

): המשוואות    ) ( ) ( )xpxpxxp nnnn

~

1

2
~~

1 −+ −⋅= λ.)  0=nc( 

  

  כריסטופל-זהות דרבו �

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )

1

1

11
1

0

+
+

++
+

=

≡≡







−

−
⋅=∑

n

n
nn

nnnn
n

n

k

kk

c

tx

xptptpxp
ctpxp

µ
µ

λ

  

  

)הביטוי  � ) ( )∑
=

n

k

kk tpxp
0

 .הגרעין של כריסטופלקרא  נ
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)תכונות אפסים של  � )xPn 

)אם  )xPn פולינום ממערכת פולינומים ( ){ }xPn על קטע [ ]ba   :אזי, ,

) כך שמתקיים nξכל האפסים   ) 0=nnP ξראשוניים,  ממשיים .  

)ונמצאים בקטע ) 1 - ריבוי גדול מ/ ללא ריבוב ( )ba ,.  

) הינו שורש של ξאם   )xPn אזי הוא איננו שורש של ( )xPn  . ולהיפך+1

) הינו שורש של ξאם   )xPn אזי ( ) ( ) 011 <⋅ −+ ξξ nn PP 

 :הפרדת אפסים 

)          יהיה  )n
kξהשורש ה - k של פולינום ( )xPn .  

( ) ( ) ( ) ba n

n

n

k

n <<<<<< ξξξ ....1           

)          יהיה  )1+n
lωהשורש ה - l של פולינום ( )xPn 1+ .  

( ) ( ) ( ) ba n

n

n

k

n <<<<<< +++ 111

1 .... ωωω  

)אזי בין כל שני שורשים של  )xPn נמצא שורש של ( )xPn 1+  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ba n

n

n

n

n

k

n

k

n

k

nn <<<<<<<<< +++
−

+ 111

11

1

1 .... ωξωξωξω  

  

 משפט פיקונה �

)נתון  ) ( )[ ]baCLxf xP )כאשר , ∋2, )xPהינה פונקצית משקל .  

) מקדמי הפורייה של  אתnc - נסמן ב )xf ,דהיינו ,( ) ( )>=< xpxfc nn ,  

) - נסמן ב ) ( )xSxfS nn ) את הסכומים החלקיים של טור הפורייה ,= ) ( )∑
=

=
n

k

kkn xpcxS
0

  

) -נסמן את ההפרש ב )xϕ ,דהיינו ,( ) ( ) ( )xSxfx n−=ϕ  

) - אזי ל )xϕ יש לפחות n+1 אפסים מעל קטע [ ]ba ,  

  

αמרחב ליפשיץ  �
MLip 

)פונקציה  )xf שייכת למרחב α
MLip אם היא מקיימת ( ) ( ) α

txMtfxf −⋅≤− 
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  התכנסות �

)נתונה פונקציה   ) 1

MLipxf )סביבה  ב∋ )δδ +− xx    מתקיים nלכל , כן-כמו, ,

   ( ) kxpn ) אזי ≥ ) ( )xfxS n
n

=
∞→

lim  בסביבה( )δδ +− xx  .התכנסות נקודתית .,

)נתונה פונקציה   ) 1

MLipxf ] בקטע ∋ ] [ ]ba ,, ⊆βα ,לכל , כן-כמוn מתקיים   

   ( ) kxpn ) אזי ≥ ) ( )xfxS n
n

=
∞→

lim בקטע [ ] [ ]ba ,, ⊆βα. התכנסות במידה שווה. 

  

 הצגת רודריגו �

  המקיים, עם משקל פירסון, כל פולינום קלאסיל

( ) ( ) ( )
( ) y

y

xB

xA
cxcxcxBbaxxA

'

32

2

1, =⇒++=+=  

):  דהיינו, יש הצגת רודריגו ) ( )n
n

n

nn x
dx

d

n
xp 1

!2

1 2 −⋅
⋅

=  

  

 




















































































































































































