
10 תרגיל בית -מבוא לטופולוגיה   
1. 𝐴𝐴 × 𝐵𝐵�������� ⊆ 𝐴̅𝐴 × 𝐵𝐵�.  
 𝐴̅𝐴 סגורה ב- 𝑋𝑋  , כסגור𝐵𝐵� סגורה ב- 𝑌𝑌  ,כסגור

𝐴𝐴 × 𝐵𝐵�������� סגורה ב- 𝑋𝑋 × 𝑌𝑌  .כסגור 
𝐴̅𝐴 × 𝐵𝐵� כפלה של סגורותקבוצה סגורה כמ 

 .)יעורהוכח בש(
𝐴𝐴 ⊆ 𝐴̅𝐴,𝐵𝐵 ⊆  𝐵𝐵� ⇒  𝐴𝐴 × 𝐵𝐵 ⊆ 𝐴̅𝐴 × 𝐵𝐵�

⇒ 𝐴𝐴 × 𝐵𝐵�������� ⊆ 𝐴̅𝐴 × 𝐵𝐵�  
𝐴̅𝐴 × 𝐵𝐵� ⊆ 𝐴𝐴 × 𝐵𝐵��������.  

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)יהי  ∈ 𝐴̅𝐴 × 𝐵𝐵�).  נתבונן בסביבה𝑊𝑊   של
(𝑥𝑥,𝑦𝑦)  .בטופולוגית מכפלה 

(𝑥𝑥,𝑦𝑦)לפי ההגדרה קיימת סביבה  ∈ 𝑈𝑈 × 𝑉𝑉   
 𝑌𝑌 -פתוחה ב 𝑉𝑉 -ו 𝑋𝑋-פתוחה ב 𝑈𝑈-כך ש

𝑈𝑈 -ו × 𝑉𝑉 ⊆ 𝑊𝑊.  ,ז''א𝑥𝑥 ∈ 𝑈𝑈 ו-𝑦𝑦 ∈ 𝑉𝑉 אבל .
𝑥𝑥 -שמכיוון  ∈ 𝐴̅𝐴 ו-𝑦𝑦 ∈  𝐵𝐵�, 

 𝑈𝑈 ∩ 𝐴𝐴 ≠ 𝑉𝑉-ו  ∅ ∩ 𝐵𝐵 ≠  ולכן  ∅
 ⇐  𝑈𝑈 × 𝑉𝑉 ∩ 𝐴𝐴 × 𝐵𝐵 ≠ ∅ 
 (𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝐴𝐴 × 𝐵𝐵�������� ⇐ 𝑊𝑊 ∩ 𝐴𝐴 × 𝐵𝐵 ≠ ∅ ∎ 
 
𝑖𝑖:𝑋𝑋נתבונן בעתקה  .2 × 𝑌𝑌 → 𝑌𝑌 × 𝑋𝑋 

𝑖𝑖(𝑥𝑥,𝑦𝑦): המוגדרת על ידי השוויון = (𝑦𝑦, 𝑥𝑥) 
𝑥𝑥לכל  ∈ 𝑋𝑋 ו-𝑦𝑦 ∈ 𝑌𝑌. נוכיח ש-𝑖𝑖 – 



הזאת חח''ע  ההעתקהברור ש .םזהומאומורפי
. רציפהו פתוחההיא ועל. נותר להוכיח ש

  :להוכיח ובשבל זה מספיק
𝑖𝑖(𝑈𝑈-ש )1( × 𝑉𝑉) פתוחה ב- 𝑌𝑌 × 𝑋𝑋 זוג   לכל

𝑈𝑈 ,𝑉𝑉  כאשר𝑈𝑈 ⊆ 𝑋𝑋 פתוחה ב-𝑋𝑋  ו-𝑉𝑉 ⊆
𝑌𝑌 פתוחה ב- 𝑌𝑌.  

𝑖𝑖(𝑈𝑈אבל  × 𝑉𝑉) = 𝑉𝑉 × 𝑈𝑈  אזי𝑖𝑖 הפתוח. 
′𝑖𝑖−1(𝑉𝑉-ש )2( × 𝑈𝑈′) פתוחה ב- 𝑋𝑋 × 𝑌𝑌 לכל  

′𝑈𝑈כאשר  ′𝑈𝑈′ ,𝑉𝑉זוג  ⊆ 𝑋𝑋 פתוחה ב-𝑋𝑋  ו-
𝑉𝑉′ ⊆ 𝑌𝑌 פתוחה ב- 𝑌𝑌.  

′𝑖𝑖−1(𝑉𝑉  אבל × 𝑈𝑈′) = 𝑈𝑈′ × 𝑉𝑉′  אזי𝑖𝑖 
 .פהרצי

 
∆סמן: נ .3 ≔ {(𝑥𝑥, 𝑥𝑥) ∈ 𝑋𝑋 × 𝑋𝑋|𝑥𝑥 ∈ 𝑋𝑋} 

 𝑐𝑐∆נוכיח שהקבוצה  .מרחב האוסדורף  𝑋𝑋 ייה
,𝑎𝑎)פתוחה. יהי  𝑏𝑏) ∈ ∆𝑐𝑐.  אזי𝑎𝑎 ≠ 𝑏𝑏 ∈ 𝑋𝑋 .

 קיימות סביבות 𝑋𝑋-ב האוסדורףלפי תנאי 
 𝑎𝑎 ∈ 𝑈𝑈 ו-𝑏𝑏 ∈ 𝑉𝑉 ש ךכ-𝑈𝑈 ∩ 𝑉𝑉 = אזי  . ∅

𝑊𝑊הקבוצה  = 𝑈𝑈 × 𝑉𝑉   פתוחה, מכילה את
(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ו-𝑊𝑊 ⊆ ∆𝑐𝑐 ⇐  𝑊𝑊 ∩ ∆ =  𝑐𝑐∆. לכן ∅

 סגורה, מש''ל. ∆ -פתוחה ו
 
 



 פתוחה.  𝑐𝑐∆אזי  סגורה. ∆ יהת
𝑎𝑎יהיו  ≠ 𝑏𝑏 ∈ 𝑋𝑋 אזי .(𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ∈ ∆𝑐𝑐. קיימת   אזי

,𝑎𝑎)סביבה  𝑏𝑏) ∈ 𝑊𝑊  מבסיס של תופולוגית
𝑋𝑋-מכפלה בה × 𝑋𝑋  כך ש- 𝑊𝑊 ⊆ ∆𝑐𝑐 כאיבר .

𝑊𝑊הבסיס:  = 𝑈𝑈 × 𝑉𝑉   כאשר𝑈𝑈,𝑉𝑉   פתוחות
 בנוסף: .𝑋𝑋-ב
 (𝑎𝑎, 𝑏𝑏) ∈ 𝑈𝑈 × 𝑉𝑉 ⇐ 𝑎𝑎 ∈ 𝑈𝑈 ו-𝑏𝑏 ∈ 𝑉𝑉. 
 𝑈𝑈 × 𝑉𝑉 ⊆ ∆𝑐𝑐 ⇐ 𝑈𝑈 ∩ 𝑉𝑉 = מרחב  𝑋𝑋אז , ∅

 מש''ל.האוסדורף, 
 
Γנסמן:  .4 ≔ {(𝑥𝑥,𝑦𝑦) ∈ 𝑋𝑋 × 𝑌𝑌|𝑦𝑦 = 𝑓𝑓(𝑥𝑥)} 

,𝑎𝑎)יהי  פתוחה. Γ𝑐𝑐צה נוכיח שהקבו 𝑏𝑏) ∈ Γ𝑐𝑐. 
𝑓𝑓(𝑎𝑎)אזי  ≠ 𝑏𝑏.  ב האוסדורףלפי תנאי-𝑌𝑌 

𝑓𝑓(𝑎𝑎)  קיימות סביבות ∈ 𝑉𝑉1 ו-𝑏𝑏 ∈ 𝑉𝑉2 כך ש-
𝑉𝑉1 ∩ 𝑉𝑉2 =  ,𝑎𝑎רציפה בנקודה  𝑓𝑓-. מכיוון ש∅

𝑎𝑎קיימת סביבה  ∈ 𝑈𝑈 ⊆ 𝑋𝑋  כך 
𝑓𝑓(𝑈𝑈) -ש ⊆ 𝑉𝑉1 . לכן𝑓𝑓(𝑈𝑈) ∩ 𝑉𝑉2 = ∅  

,𝑎𝑎)ואז  𝑏𝑏) ∈ 𝑈𝑈 × 𝑉𝑉2 ⊆ Γ𝑐𝑐 אבל .𝑈𝑈 × 𝑉𝑉2  היא
קבוצה פתוחה במרחב המכפלה וכך הוכחנו 

 סגורה, מש''ל. Γ ⇐פתוחה  Γ𝑐𝑐-ש
 
𝑠𝑠:ℝ2    אם נתבונן בפונקציה  .5 → ℝכאשר 

𝑠𝑠(𝑥𝑥,𝑦𝑦) = 𝑥𝑥2 + 𝑦𝑦2  , אז נראה שהיא רציפה



כפלה מ ,פונקציות הטלהכמה כהרכבה של 
סכום, שרציפותן הוכחה בהרצאה. לכן ו

𝑆𝑆1הקבוצה   = 𝑠𝑠−1({1}) כי הנקודון  סגורה
זה ברור שהיא חסומה מחוץ   .ℝ-ב סגור {1}

לפי ( ℝ2רחב קומפקטי של מתת 𝑆𝑆1ולכן 
𝑆𝑆1. מכאן: )בורל–משפט היינה ה × 𝑆𝑆1 

ים קומפקטיכמכפלה של מרחבים  קומפקטי
ז גם אמרחב קשיר ו 𝑆𝑆1. בנוסף )הרצאה(

𝑆𝑆1 × 𝑆𝑆1 אזי  .)הרצאה( קשיר𝑓𝑓(𝑆𝑆1 × 𝑆𝑆1) 
ז''א, קבוצה  ,)ותהרצאה( ℝ-קומפקטי וקשיר ב

 )בורל–משפט היינה ה(סגורה, חסומה 
. ואנחנו יודעים )ותהרצאה( ℝ-וקשירה ב

זה יכול להיות רק קטה סגור ש )ותהרצאה(
[𝑎𝑎, 𝑏𝑏]   ,.מש''ל 

 
𝐿𝐿: ℝ𝑛𝑛 -ב נסמן .6 → ℝ :את ההעתקה 

𝑎𝑎𝑖𝑖1𝑥𝑥1 + ⋯+ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝐿𝐿(𝑥⃗𝑥)
= 𝑎𝑎𝑖𝑖1𝑝𝑝1(𝑥⃗𝑥 ) + ⋯+ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑛𝑛𝑝𝑝𝑛𝑛(𝑥⃗𝑥 ) 

 .𝑗𝑗לגורם מס'  ℝ𝑛𝑛 של ההטלהיא ה 𝑝𝑝𝑗𝑗אשר כ
𝐿𝐿: ℝ𝑛𝑛 אזי  → ℝ  כמה הרכבה של ההיא

סכום, שרציפותן כפלה ומ ,פונקציות הטלה
 נותהפתרוקבוצת את כן ל הוכחה בהרצאה.

𝑎𝑎𝑖𝑖1𝑥𝑥1   של המשוואה + ⋯+ 𝑎𝑎𝑖𝑖𝑛𝑛𝑥𝑥𝑛𝑛 = 𝑏𝑏𝑖𝑖  



קבוצה כ, ז''א, 𝐿𝐿−1({𝑏𝑏𝑖𝑖})-להציג כאפשר 
 .קבוצה סגורה {𝑏𝑏𝑖𝑖}כי   סגורה

כל המערכת  של נותהפתרוקבוצת  : מיד מכאן
ואז גם  תוקבוצות סגור  𝑚𝑚היא חיתוך של 

 , מש''ל.קבוצה סגורה
 
𝑃𝑃:ℝ -נוכיח קודם ש .7 → ℝ .פונקציה רציפה 

 אינדוקציה.וכחה בה
 𝑛𝑛 = 0.  𝑃𝑃(𝑥𝑥) = 𝑎𝑎0 - פונקציהרציפה כ 

 קבועה.
 . רציף 𝑛𝑛 שלו החזקה ש פולינוםשנניח 

 אזי
𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑥𝑥𝑛𝑛+1 + ⋯+ 𝑎𝑎0 

= 𝑥𝑥 ∙ (𝑎𝑎𝑛𝑛+1𝑥𝑥𝑛𝑛 + ⋯+ 𝑎𝑎1) + 𝑎𝑎0 
𝑛𝑛 וחזקתששל  החדש  והפולינום + רציף   1

 .סכום של פונקציות רציפותו מכפלה תכהרכב
𝑔𝑔רציפה, אזי  𝑃𝑃לכן  = 𝑃𝑃 ∘ 𝑓𝑓 ה כהרכב רציפה
 ., מש''לפונקציות רציפותשל 

 


