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3,0 : הםPלכן הערכים העצמיים של  21 −== λλ  

  

01הריבוי האלגברי של ( =λ 32הריבוי האלגברי של . 1 הוא −=λ 2 הוא.(  

  

01ע "נמצא את המרחב העצמי של הע:'שלב ב =λ:  

  נפתור את המערכת ההומוגנית
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01המרחב העצמי של , לכן =λהוא :  
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  . 0V בסיס למרחב העצמי 

01גם הריבוי הגיאומטרי של , בפרט( =λ כמו שציפינו, 1 הוא(  

  

32ע "עאת המרחב העצמי של הנמצא  −=λ:  

  כת ההומוגניתנפתור את המער
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32המרחב העצמי של , לכן −=λהוא :  
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  . V−3רחב העצמי  בסיס למ

32גם הריבוי הגיאומטרי של , בפרט( −=λ כמו שציפינו, 2 הוא(  
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, המטריצה, לכן
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  : באמצעות דירוגR−1נמצא 
ע ממנו היינו " לבסיס אורתונורמלי של וBיכולנו באמצעות גרם שמידט לעבור מ , לחילופין(

  ).אורתוגונולית וההופכית היתה פשוט המטריצה המשוחלפת R מקבלים מטריצה
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, קיבלנו בצד שמאל את מטריצת היחידה לכן
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  .קבעו האם ההעתקות הבאות הן העתקות לינאריות .2

 
2.1. RRMT nn →

×
RMA)( כך שלכל :)( nn×∈ ,)det()( AAT =. 

)n ,11)det=1עבור  (n≤2ל לכל " אינה העTההעתקה : פתרון aA בדומה ,  העתקה לינארית=

  ).להעתקת הזהות
  

  , בעלת דטרמיננטה שונה מאפסA לכל n≤2לכל , אכן

)(3)det(3)det(3)3det()3( ATAAAAT n
=≠==.  

  . אינה לינאריתT, לכן
 

2.2. 33: CCT י " המוגדרת ע→
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2.3. 33: CCT י " המוגדרת ע→
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  :שכן, ל" היא העTההעתקה : פתרון
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  :תקיים מC∈α ולכל 
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  :הוכיחו את הטענות הבאות .3
 

WVTאם  .3.1  הוא Im(T( ו V הוא תת מרחב וקטורי של T)ker( העתקה לינארית  אז  :→

 .Wתת מרחב וקטורי של 
  :הוכחה

VT ⊆)ker( . נראה כיVT ≤)ker(באמצעות הקריטריון המקוצר :  

)0(0. א =T לכן )ker(0 T∈.  

Tvvאם . ב ker, 21 )(0,)(0 אז ∋ 21 == vTvT000,  לכן)()()( 2121 =+=+=+ vTvTvvT ו 

Tvv ker21 ∈+.  

Tvאם . ג ker∈ ו F∈α 0 אז)( =vT00,  ולכן)()( === ααα vTvT ו Tv ker∈α.  

  
WT ⊆)Im( . נראה כיWT ≤)Im(ר באמצעות הקריטריון המקוצר:  

)0(0. א =T לכן )Im(0 T∈.  

Twwו  F∈α אם. ב Im, 21 Vvvקיימים  אז ∋ 2211 כך ש ,21∋ )(,)( wvTwvT אבל  . ==

Vvv ∈+ 21α 212121 ומתקיים )()()( wwvTvTvvT +=+=+ αααלכן  ,)Im(21 Tww ∈+α.  

 
VVTאם  .3.2 )ker()( העתקה לינארית אז :→ 2TketT )Im()Im( ו ⊇ 2 TT ⊆. 

  
  : הוכחה

  

VVTשימו לב כי אם , ראשית TTT העתקה לינארית אז :→ o=
 גם כן העתקה לינארית 2

VVT, אכן( ))(( את ∋Vv היא ההעתקה המתאימה לכל 2:→ vTT . מכיוון שTלכל , ל" הע



Vvv ∈21, ,F∈α מתקיים 

)()())(())(())()(())(()( 2
2

1
2

21212121
2 vTvTvTTvTTvTvTTvvTTvvT +=+=+=+=+ ααααα

)ker(המושג של , לכן) ל" היא הע2Tגם , כלומר 2Tל המוגדרות של בשבי. ( מוגדר היטב

)Im( 2T 2 מספיק שהפונקציהTמוגדרת .(  

  

)ker()( נראה כי 2TketT ⊆:  

)(0 אזי ∋Tv)ker(יהי  =vT2)0())0(()0(0,  לכן
=== TTTT ו )ker( 2Tv∈ .ל"מש.  

  

)Im()Im(נראה כי  2 TT ⊆:  

)Im(יהי  2Tw∈ אזי קיים Vv∈ כך ש  wvT wvTT, כלומר. 2)(= VvTאבל . ))((= ∈)(  

wvTT, לכן =⇐ ))(( )Im(Tw∈.  

  
 

VWUב וקטורי ו  מרחVיהי  .4   :הוכיחו כי.  שלוים מרחבי תת,≥

 
VVTל "קיימת הע .4.1 UT עבורה :→ =)ker(.  

 
 V של B'בסיס ניתן קיים , לכן .Vל המוכלת ב " קבוצה בתBאזי . U בסיס של Bיהי : הוכחה

VVTנגדיר העתקה לינארית . Bהמכיל את    : באופן הבא:→

)(Bb∈ ,0לכל  =bT   

BBbולכל  '\'∈ ')'( bbT =.  

הוגדרה העתקה , אכן, ל"לפי משפט ההגדרה של הע, V על בסיס של Tמכיוון שהגדרנו את 

  .לינארית יחידה
   
כך , שימו לב כי משפט ההגדרה פועל גם עבור מרחבים ווקטוריים עם בסיסים אינסופיים(

ל "קבוצה בת, בדומה. לא פוגעת בהוכחה,  נוצר סופיתVצויין בשאלה אם שהעובדה שלא מ

 למרות שההוכחה לזה אינה –בסיס גם עבור מרחבים ווקטוריים שאינם נוצרים סופית מוכלת ב
יכול להניח כי מדובר , בגלל שהמשפטים האלה לא הוכחו, מי שמעדיף. במסגרת הקורס

  ).ם נוצרים סופיתבמרחבים וקטוריי
  

UTנראה כי , כעת =)ker(:  

Fnקיימים , U בסיס של Bמכיוון ש . ∋Uuיהי : ⊆ ∈αα ,...,1 ,Bbb n    כך ש 1,...,∋

nnbbu αα ++= ...11  

niלכל , אבל ≤≤1 Bbi )(0,  לכן∋ =ibTלכן  ,  

0)(...)()...()( 1111 =++=++= nnnn bTbTbbTuT αααα  

  .∋ker(Tu(, לכן

  

Vuבפרט . ∋ker(Tu(יהי : ⊇ Fnקיימים , V בסיס של B'מכיוון ש . ∋ ∈αα ,...,1 ,

',...,1 Bvv n   כך ש שונים  ∋

nnvvu αα ++= ...11  

BBBB, אבל '\' niלכל , לכן, =∪ ≤≤1 ,'Bvi ∈⇐Bvi BBvi או ∋  וכן לא ייתכן מצב כי  (∋\'

Bvi BBvi וגם ∋ ∩=φ כי ∋\' BBB '\(  



nrכ כי עבור "ניתן להניח בה, מכיוון שחיבור היא פעולה חילופית riלכל ,  כלשהו0≥≥ ≤≤1 
Bvi nir ולכל ∋ ≤≤+1 BBvi '\∈.  

riלכל , לכן ≤≤1 ,BvvT ii ∈⇐= nir ולכל )(0 ≤≤+1 BBvvT ii '\)( ∈⇐  

nirנראה כי לכל  ≤≤+1 0=iα)  ונקבל כיu הוא צירוף לינארי של איברים מ B שהינו הבסיס

  ).uשל 

)(0לכן . ∋Tu)ker(, אבל =uTלכן  :  
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}...,{, אבל 1 nr vv
+

nirלכל , ל לכן" בת ≤≤+1 0=iα.  

UBSpanvvu, לכן rr =∈++= )(...11 αα .ל"מש  

  
  :יכולנו להוכיח את הטענה מעט יותר בקלות,  אם היה נתון שהמרחב הוא ממימד סופי:הערה

  

},...,{יהי : הוכחה 1 muuB ניתן , לכן .Vת ב ל המוכל" קבוצה בתBאזי . U בסיס של =

'},...,...,{. V של B'להשלימה לבסיס  1 nm uuuB =.  

VVTנגדיר העתקה לינארית    : באופן הבא:→

miלכל  ≤≤1 ,0)( =iuT   

nimולכל  ≤≤+1 ii uuT =)(.  

הוגדרה העתקה , אכן, ל"לפי משפט ההגדרה של הע, V על בסיס של Tמכיוון שהגדרנו את 

  .לינארית יחידה
   

UTנראה כי , כעת =)ker(:  

  :ראשית

}0{}0{)}(),...,({)( 1 === spanuTuTspanUT m  

ker(TU(, לכן ⊆.  

  
: בנוסף

},...,{},...,,0,...,0{)}(),...,(),(),...({)()Im( 1111 nmnmmmm uuspanuuspanuTuTuTuTspanVTT
+++

====

},...,{, אבל 1 nm uu
+

mnT לכן. ל בתור תת קבוצה של בסיס" בת −=)Im(dimכאשר  ,

mUnV == )dim(,)dim(  

  
VTT, הדרגהלפי משפט , אבל dimImdim)ker(dim =+  

nmnTmT, לכן =−+⇐= kerdimkerdim.  

ker(TU(לכן  ker(TU(, לכן.  מאותו מימד≥ =.  

  



VVT בהוכחה השתמשנו במשפט כי אם :הערה VU, ל" הע:→ },...,{ו ו "  תמ≥ 1 muuB = 

)(}),...,(){( אזUבסיס של  1 muTuTspanUT =.  

  
  
  
  
  

VVTל "קיימת הע .4.2 WT עבורה :→ =)Im(. 
 

. Vנרחיב אותו לבסיס של , Wנמצא בסיס ל ,  ההוכחה דומה להוכחת הסעיף הקודם:הוכחה

או (ים לאפס  נשלח לעצמם ואת שאר האיברWההבדל היחיד הוא שכעת את אברי הבסיס של 

  . ממימד סופיV נוכיח מבלי להניח כי ).Wלוקטורים כלשהם ב , לחילופין

  
 המכיל את V של B'בסיס קיים , לכן .Vל המוכלת ב " קבוצה בתBאזי . W בסיס של Bיהי 

B . נגדיר העתקה לינאריתVVT   : באופן הבא:→

Bb∈ ,bbTלכל  =)(   

BBbולכל  '\'∈ 0)'( =bT.  

הוגדרה העתקה , אכן, ל"לפי משפט ההגדרה של הע, V על בסיס של Tמכיוון שהגדרנו את 

  .לינארית יחידה
   

WTנראה כי , כעת =)Im(:  

  

Fnקיימים , W בסיס של Bמכיוון ש . ∋Wwיהי : ⊆ ∈αα ,...,1 ,Bbb n    כך ש 1,...,∋

nnbbw αα ++= ...11  

niלכל , אבל ≤≤1 Bbi ii,  לכן∋ bbT   ,  לכן)(=

wbbbTbTbbTwT nnnnnn =++=++=++= αααααα ...)(...)()...()( 111111  

  .∋Im(Tw(, לכן

  
vxT כך ש ∋Vxאז קיים אזי , ∋Im(Tv(יהי : ⊇  לכן קיימים V בסיס של B',  אבל)(=

Fn ∈αα ,...,1 ,',...,1 Bbb n    כך ש ∋

nnbbx αα ++= ...11  

  , לכן

)(...)()...()( 1111 nnnn bTbTbbTxTv αααα ++=++==  

niלכל , אבל ≤≤1 WbT i , ו" תמWבגלל ש . W צירוף לינארי של איברים מ v,  לכן)(∋

Wv∈ .ל"מש  

  
  :לפיה) בדומה למקרה עבור מרחבים ממימד סופי(ילופין יכולנו להוכיח טענה כללית  לח:הערה
VVT ו V בסיס של C אם  )Im(})(:{ל אז " הע:→ CvvTspanT  ואז אצלינו היינו  =∋

  :מקבלים
  

WspanBspanB

spanBvvspanBBvvTspanBvvTspan

BBvvTBvvTspanBvvTspanT

==+=

+∈=∈+∈

=∈∪∈=∈=

}0{

}0{}:{}'\:)({}:)({

}}'\:)({}:)({{}':)({)Im(

  

  .ל"מש
 



nWUאם  .4.3 =+ )dim()dim(  עבורVn dim= ל "אז קיימת העVVT  כך ש :→

UT =)ker( ו WT =)Im(. 
  

mUנסמן : הוכחה =)dim( ,tW =)dim( ונקבל nmt =+  
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